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1. INTRODUCAO

Interessados na investigac¢do da teoria de quase-verdade e sua for-
malizagdo, Silvestrini e Coniglio (2011; 2014) mostraram que uma logica
subjacente da teoria da quase-verdade, segundo a abordagem proposta, ¢
uma logica paraconsistente denominada logica da verdade pragmatica (do-
ravante, LPT).

Por outro lado, Feitosa e D’Ottaviano (2001) desenvolveram uma
teoria de traducdes entre logicas, evidenciaram alguns metarresultados
gerais sobre tradugdes entre logicas, introduziram o conceito de traducao
conservativa e construiram alguns exemplos de tradugdes conservativas.

Para compor um contexto de entendimento dessas nog¢des, inicia-
mos com uma sec¢ao sobre nogdes gerais acerca das logicas paraconsisten-
tes, em particular, sobre as Logicas de Inconsisténcia Formal (LFIs), pois
a logica LPT pode ser vista como um caso particular de LFI, conforme
indicado no final da Sec¢do 2. Em seguida, introduzimos o sistema LPT, em
versdo semantica, dado por tabelas de verdade trivalentes, e também em
versao sintatica, num sistema axiomatico com dezesseis axiomas.

Na quarta se¢do, abordamos alguns elementos dessa teoria de tra-
dugdes e, na secdo seguinte, introduzimos duas traducdes conservativas
que envolvem a LPT. A primeira ¢ uma traducdo conservativa da logica
proposicional classica em LPT; a segunda ¢ uma tradugd@o conservativa da
LPT na légica trivalente de Lukasiewicz, a qual € bastante conhecida e tem
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modelos algébricos interessantes.

Demonstramos, nas consideragdes finais, que, com o uso das tra-
dugdes, podemos demonstrar algumas metapropriedades da logica LPT,
ndo apresentadas na versdo original de Coniglio e Silvestrini (2014), a sa-
ber, a consisténcia e a decidibilidade de LPT.

2. SOBRE AS LOGICAS PARACONSISTENTES

Na tradicao das légicas paraconsistentes, podemos distinguir os
conceitos de contradi¢do e trivialidade, que, no caso da logica cléassica e
muitas outras conhecidas logicas, sdo conceitos equivalentes.

Assim, no caso cléssico, adota-se o preceito basico de que contradi-
¢oes, em uma teoria, equivalem a trivializagdo dedutiva da teoria. Esse fato
também ¢ conhecido como Principio de Explosdo. A seguir, procuramos ex-
plicitar esses conceitos usuais, em conformidade com Carnielli et al. (2000).

Defini¢ao 2.1: Um sistema logico L € um par (For, ), determinado por um
conjunto de formulas For e por uma relagdo de consequéncia -, sobre For.

Defini¢io 2.2: Uma feoria em (For, ;) € um conjunto de formulas I'
For que ¢ fechado para a relagdo de consequéncia +, isto €, I' -, o se, e
somente se, o € I'.

Definicao 2.3: Uma teoria I” € contraditoria se, para alguma férmula a €
For,setemque '+, a el F, —ao.

Num contexto contraditério, algo pode ser e ndo ser a0 mesmo
tempo.

Definicio 2.4: Uma teoria I' é consistente, se nao ¢ contraditoria.
Uma teoria consistente ndo admite contradigdes.

Defini¢ao 2.5: Uma teoria I" € trivial se, para toda formula B € For, se tem
que ' +, B.

Uma teoria trivial faz com que todas as suas formulas sejam teore-
mas e, assim, nao distingue uma classe de formulas que devem ser aceitas
naquela teoria de uma outra classe de formulas ndo aceitas.
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Definiciao 2.6: Um sistema logico L ¢ paraconsistente, quando permite a
distin¢do entre teorias contraditorias e triviais.

De modo equivalente, podemos afirmar que um sistema logico L
¢ paraconsistente, se ele € ndo-explosivo, isto €, ndo vale em L o principio
de explosdo, i.e., a, —o +, B, para toda formula f € For.

Nos sistemas logicos classicos e outros bastante conhecidos, nao
ha distingdo entre contradi¢do e trivializagdo. Assim, adota-se o preceito
basico de que contradi¢gdes, em uma teoria, equivalem a trivializagao dedu-
tiva (o principio de explosao).

Por outro lado, as LFIs determinam uma classe ampla de logicas
paraconsistentes, logicas tolerantes as contradigdes, no sentido de que o
principio de explosdo nao vale em geral. Além disso, a ndo-trivialidade
ndo pode ser definida apenas como auséncia de contradi¢@o, pois, nessa
relagdo, estd pressuposto o conceito de consisténcia. Nesse sentido, a tri-
vialidade ndo mais equivale a contradi¢cdo e pode ser representada por meio
da seguinte equagdo: Contradicdo + Consisténcia = Trivializagao.

Ademais, numa LFI, tal sistema logico mantém sua capacidade de
realizar inferéncias razoaveis, ou seja, ndo trivializa, mesmo na presenga
de contradicoes.

Por exemplo, podemos conceber uma LFI subjacente a algum ban-
co de dados relacionais, € esta € considerada uma ferramenta conveniente
para a manipulacdo de informacdo em um ambiente em que dados incon-
sistentes podem ser representados ¢ manipulados, mas também que novas
restrigdes de integridade sejam adicionadas, as quais poderiam mudar o
estado dos dados ja armazenados.

Assim, as LFIs permitem raciocinar sob contradi¢do, porém, nao
inferem contradi¢des como teoremas: sao logicas que podem servir de base
para teorias inconsistentes, contudo, ndo triviais.

Um aspecto das LFIs que as distingue da versdo original dos cél-
culos paraconsistentes de da Costa consiste em tomar a consisténcia (e/ou
inconsisténcia) de alguma formula como uma nog¢do primitiva e descrita
através de especificos conectivos da linguagem.

Cada LFI apresenta um simbolo para o conectivo primitivo de ne-
gacdo “—” e admite os seguintes principios:
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(1) para algum subconjunto I'U{a, B} < For, temos que I, o, —a 1,
B (ndo explosdo);

(i1) hd um conjunto de formulas o(p), que depende exatamente da va-
riavel proposicional p e que, para formulas o e  quaisquer, satisfaz:

L. o), o, B;
2. o(a), =ou -, P.

(ii1) para todo subconjunto I'U{a, B} < For, temos que I', o(a), o, ~o
t, B (principio de explosdo fraca).

Silvestrini (2011) verificou que a logica LPT ¢ uma logica ndo ex-
plosiva e que adota o principio de explosdo fraca. Portanto, LPT ¢ uma LFI.

A seguir, descreveremos as origens da LPT, a logica da verdade
pragmatica, a qual surge como alternativa e generaliza¢do da proposta ori-
ginal de da Costa e colaboradores, em que algo de incerteza pode ser pre-
servado em qualquer formula do sistema 16gico e ndo apenas nas formulas
atdmicas, como na versao inicial.

3. A LOGICA DA VERDADE PRAGMATICA

Newton da Costa e colaboradores desenvolveram uma teoria da
verdade, denominada teoria da quase-verdade ou teoria da verdade prag-
madtica, por receberem influéncia de textos dos filosofos pragmaticos, par-
ticularmente, de Charles Sanders Peirce (ct. HIFUME, 2003).

Nessa teoria, a quase-verdade ¢ empregada como a concepgao de
verdade inerente as ciéncias empiricas, i.e., em dominios do conhecimento
em que ha conhecimento parcial, ou até mesmo conflitante, como no caso
das teorias da mecanica cléssica, da relativista e da quantica (cf. DA COS-
TA; FRENCH, 2003).

Uma das originalidades da concep¢ao de quase-verdade reside no
fato de que as estruturas ou modelos, nas quais uma determinada linguagem
¢ interpretada, deixam de ser estruturas totais (ou usuais da Teoria de Mode-
los), como no caso da teoria de Tarski, e tornam-se estruturas parciais, em
que as relagdes envolvidas sdo parciais (cf. MIKENBERG et al., 1986).
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Ao formalizar o conceito de quase-verdade, Silvestrini (2011) as-
sinala que a ldgica proposicional subjacente a nog¢do de quase-verdade de
da Costa € uma logica paraconsistente, denotada por LPT, a qual sera des-
crita a seguir. Como apontado no final da se¢do anterior, a LPT é uma LFI.

A LPT foi motivada por uma semantica trivalente que permite
formalizar os seguintes aspectos da verdade pragmadtica: as sentengas ver-
dadeiras, as sentengas falsas ¢ as sentencas indeterminadas, no sentido da
concepgdo de relagdes parciais de da Costa (ver CONIGLIO; SILVESTRI-
NI, 2014).

A linguagem de LPT coincide com a linguagem proposicional
classica seguinte L = (—, A, —), na qual os operadores proposicionais —, A,
— denotam, respectivamente, as nogdes de negagdo, conjuncao e implica-
¢ao.

Os significados desses operadores sdo dados pelas seguintes tabe-
las de verdade:

— |0 % |1 Aol w1 o
0 (1] 1|1 0lolo] 0 0 | 1
volo] 1|1 volo| % | % Vo %
1 o] 1|1 10| %] 1 110

Além desses operadores basicos, definem-se os seguintes opera-
dores e constantes de LPT:
Disjuncdo: ¢ v ¢y & —(= ¢ A =)
Bicondicional: ¢ <>y £ (¢ = W) A (¥ > ).
Top: TE€ 9> 0
Botton: 1 & —T
Negacao classica: ~p & ¢ — L

def

Consisténcia: o & ~ (¢ A =)

Os significados desses novos entes sdo dados pelas seguintes tabe-
las de verdade:
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v, 0| %l ~ o
0]0]|%]|1 0 |1 0|1
Bl | |1 o0 7“1 0
1|1 ]1]1 1 |0 1|1
A LARZER! T 1
0O (11010 0 010
7“0l 1|1 o1 %10
1 (01 |1 1 1 110

A semantica matricial de LPT ¢ dada pela matriz:
M =0, %, 1}, =, A, >, {12, 1)),

com o conjunto de valores designados D = {!2, 1} e, dessa maneira, a re-
lagcdo de consequéncia semantica ¢ dada como segue.

Seja Var(LPT) = {s, s,, 5,, ...} 0 conjunto das variaveis proposi-
cionais de LPT. Uma valoragdo para LPT ¢é qualquer funcdo v: Var(LPT)
— {0, 2, 1}, a qual ¢ estendida de modo tnico para o conjunto For(LPT),
segundo os operadores introduzidos acima. Para I ¢ For(LPT), tem-se que

vI) = {u(y) 1y e T}
Assim, se I'U{p} < For(LPT), entdo, I' = ¢, quando para toda
valoracao v tem-se: W(I') = D = v(¢) € D.

Decorre dessa defini¢do de valoragdo que toda formula de LPT,
valida segundo uma valoracao v: Var(LPT) — {0, ', 1}, é igualmente vali-
da segundo a restri¢cao booleana de v, isto ¢, segundo v : Var(LPT) —» {0, 1}
com os significados booleanos dos operadores —, A € —, em que € apagado
o valor % (ver SILVESTRINI, 2011). Assim, toda formula LPT-valida ¢
uma tautologia.

Baseados na linguagem e matrizes expostas acima, Coniglio e
Silvestrini (2014) propuseram os seguintes axiomas e regra de dedugdo,
construindo o sistema axiomatico, ou a logica, que denominamos LPT:
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Esquemas de Axiomas:

(AD) ¢ > (v > 9)

(A2) (9 > (y > 0) > (¢ > y) > (9 >0))
(A3) 9> (Y>> (9 Ay)

(Ad) (9 Ay) >0

(AS5) (9 Ay) >y

(A6) ¢ > (V)

A7) y > (o Vv y)

(A8) (¢ > 0) > ((y >0)>((9Vvy)—>0)
(A9) oV (9> y)

(A10) @ v =@

(All) == > ¢

(Al12) o9 = (¢ = (=@ > )

(A13) =00 = (¢ A )

(Al14) o(¢ > )

(A15) (e A oy) = o(¢ A )

(A16) (¢ A =0 AY) = (=(P A W) A =(Y A Q).

Regra de Dedugao:
(MP) ¢, 9 =y k.

Uma demonstra¢do de que o sistema dedutivo acima ¢ correto e
completo segundo a semantica matricial M, pode ser obtida em Coniglio
e Silvestrini (2014).

4. SOBRE AS TRADUCOES ENTRE LOGICAS

Para desenvolver uma teoria de traducdes entre logicas, da Silva,
D’Ottaviano e Sette (1999) precisaram de um conceito bastante geral de
logica, dado por um conjunto ndo vazio e um operador de consequéncia
sobre esse conjunto e, entdo, definiram tradugdo como fungdes que preser-
vam as relacdes de consequéncia. Vejamos alguns detalhes.
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Definicao 4.1: Logica abstrata ¢ um par L = (L, C), em que L ¢ um conjunto
nao vazio, o dominio ou universo de L, e C ¢ um operador de consequéncia so-
bre L, isto ¢, C é uma fungdo C: P(L) — P(L) tal que, para todos 4, B € P(L):

()4 < CA)
(i) 4 < B = C(4)  C(B)
(i) C(C(4)) < C(A).

Esta ¢ uma versdo de ldgica abstrata introduzida por Alfred Tarski,
na década de 1930. Assim, cada ldgica abstrata ¢ uma légica de Tarski. Os
sistemas ldgicos contemporaneos portam outros aspectos, € alguns serdo
evidenciados na sequéncia, contudo, esse carater universal pode auxiliar
num olhar geral sobre 16gicas.

Definiciio 4.2: Seja L uma logica abstrata. O conjunto 4 € fechado em L se
C(4) = A4, e A ¢ aberto, quando o seu complemento relativo a L, denotado
por A€, é fechado em L.

Definicio 4.3: O operator de consequéncia C ¢ finitario se, para todo 4 —
L, tem-se:

C(A4) =u{C(4) : A, 4 e A, € finito}.

Agora, podemos dar a defini¢ao de tradug@o entre ldgicas, como
em da Silva, D’Ottaviano e Sette (1999).

Definicaio 4.4: Tradugdo da logica abstrata L na logica L, € uma fungéo ¢
L, — L, tal que, para todo AU{x} c L :

x € C(4) = i(x) € C, ((A)).

A seguir, estdo algumas defini¢des e resultados sobre tradugdes
entre 16gicas. Detalhes e demonstragdes podem ser encontrados em Feitosa
e D’Ottaviano (2001).

Proposicao 4.5: Uma fungdo #: L, — L, ¢ tradugdo se, € somente se, para
todo 4 ¢ L, se tem: #(C (4)) < C(#A)).
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Proposicao 4.6: A composicao de tradugdes ¢ uma traducdo; a funcdo
identidade entre logicas abstratas ¢ traducao; a composicao de tradugdes
¢ associativa; a fun¢do identidade € o elemento neutro para a composi¢do
de tradugoes.

Proposi¢io 4.7: Se . L, — L, € uma fungéo entre logicas, entdo as seguin-
tes condicdes sdo equivalentes:

(1) ¢ € traducao;

(ii) a imagem inversa de cada conjunto fechado de L, € um con-
junto fechado de L ;

(iii) a imagem inversa de cada conjunto aberto de L, € um conjunto
aberto de L,

(iv) para todo B c L,, tem-se: C,(¢'(B)) < t'(C,(B)).

Definicfio 4.8: Duas logicas L, e L, sdo L-isomorfas, quando existe uma
fungdo bijetiva #: L, — L, tal que ¢ e ' sdo tradugdes. A fungdo 7 ¢ um
L-homeomorfismo.

Proposicao 4.9: Se . L, — L, ¢ uma fung@o bijetiva, entdo, a fungdo ¢ €
um L-homeomorfismo se, € somente se, para todo 4 c L, se tem: #(C,(4))
= C,(1(4)).

Essa defini¢do de ldgica abstrata € bastante geral. Se desejarmos
tornd-la um pouco mais semelhante aos sistemas l6gicos usuais, podemos
impor condi¢des adicionais sobre ela. E mais usual considerar que os sis-
temas 10gicos sdo pares ordenados £ = (L, C), em que L ¢ uma linguagem
formal e C ¢ um operador sobre o conjunto das férmulas de L, denotado por
For(L), como na Defini¢édo 2.1.

Definicio 4.10: Sistema logico sobre a linguagem L ¢ um par L= (L, C), no
qual L ¢ uma linguagem formal e C ¢ um operador-padrao sobre a algebra
das formulas de L.

Definicio 4.11: Sejam L uma linguagem formal, C um operador de con-
sequéncia sobre For(L) e s um endomorfismo (homomorfismo de um con-
junto sobre ele mesmo) sobre For(L), isto €, s € Hom(For(L), For(L)). O
operador C ¢ estrutural se, para todo I' ¢ For(L) e todo endomorfismo s

Marcos Antonio Alves, Maria Claudia Cabrini Gracio, Daniel Martinez-Avila (Org.). Informagdo, conhecimento
e modelos. Colegdo CLE, v. 78, pp. 79-98, 2017.



88 SILVESTRINL L. H. C.; FEITOSA, H. A.

sobre For(L), s(C(I')) < C(s(I")). O operador C ¢ padrao (standard), quan-
do C ¢ estrutural e finitario.

O endomorfismo s deve ser entendido como uma substitui¢ao so-
bre formulas de L (cf. MENDELSON, 1964).

Se L, ¢ L, sdo dois sistemas logicos com as respectivas relagdes de
consequéncia sintaticas k-, € i, entdo, uma tradugdo entre logicas pode ser
descrita do seguinte modo: 7 € uma tradugdo de £, em L, se, para['U{p} <
For(L)), tem-se:

Tk, ¢ =) F, (o).

Trataremos, a seguir, com trés logicas com apresentagdo formal
constituidas sobre especificas linguagens artificiais e conhecidas na litera-
tura, a LPT, a £, de Lukasiewicz ¢ a logica proposicional classica (LPC).

Agora, estendemos o conceito de traducdo para tradugdo conser-
vativa. Esse conceito foi introduzido em Feitosa (1997); detalhes e de-
monstracoes dos resultados indicados podem ser encontrados em Feitosa e
D’Ottaviano (2001).

Definicaio 4.12: Se L, e L, sdo logicas abstratas, entdo, uma tradugdo con-
servativa de L, em L, € qualquer fun¢do ¢: L, — L, tal que, para todo con-
junto AU{x} < L, se tem:

x € C/(A) < t(x) € C(1(A)).

A expressao conservativa procura destacar a implicagao da direita
para a esquerda da expressao acima, enquanto a outra diregdo estd dada por
ser tradugao.

Defini¢io 4.13: Aplicagdo conservativa da logica L, na légica L, € uma
fungdo #: L, — L, tal que, paratodo x € L,:

x e C (D) < tx) e C (D).

Uma aplicagdo conservativa preserva e conserva pontos do espaco,
mas ndo garante preservar e conservar a dedutibilidade das logicas envolvidas.
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Para os sistemas 16gicos L, € £,, uma tradugado conservativa € uma
fungo #: For(L,) — For(L,) de maneira que, para todo I'U{¢} < For(L)):

' osul)F, (o).
Uma aplicag@o conservativa € tal que, para todo ¢ € For(L):

F oo F o).

Seguem mais alguns resultados sobre tradugdes conservativas.

Proposi¢io 4.14: Seja 7. L, — L, uma fungdo tal que, paratodo 4 c L , se
tem que C,(#(4)) < Im(?). Se t € uma tradugdo conservativa, entdo, {(C,(4))

= C,((A)).

Proposicao 4.15: Seja 7. L, — L, uma fungéo sobrejetiva. Se ¢ € tradugio
conservativa, entdo, para todo 4 < L, vale #(C,(4)) = C(#(4)).

Proposi¢iio 4.16: Seja - L, — L, uma fung@o bijetiva. Entéo, 7 € tradugio
conservativa se, € somente se, para todo 4 ¢ L, vale #(C (4)) = C,((A)).

Como cada L-homeomorfismo € uma tradugao bijetiva, tal que sua
inversa também ¢ tradugdo, cada L-homeomorfismo é uma tradug@o con-
servativa. Contudo, muitas tradu¢des conservativas nao sao exemplos de
L-homeomorfismos.

Este ultimo resultado indica condi¢cdo necessaria e suficiente para
uma fungdo entre 1dgicas abstratas ser uma tradugdo conservativa.

Teorema 4.17: Uma tradugdo #: L, — L, € conservativa se, € somente se,
paratodo 4 c L, se tem £'(C(#(4))) < C,(4).

Proposicao 4.18: A composi¢do de tradugdes conservativas ¢ uma tradu-
cdo conservativa; a fun¢do identidade entre logicas abstratas ¢ traducao
conservativa; a composi¢ao de traducdes conservativas ¢ associativa; a
funcdo identidade ¢ o elemento neutro para a composi¢do de tradugdes
conservativas.
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5. TRADUCOES CONSERVATIVAS cOM LPT

Nesta se¢do, introduzimos duas tradugdes conservativas envol-
vendo LPT. Primeiro, definimos uma tradugdo conservativa da loégica pro-
posicional classica (LPC) em LPT. Depois, apresentamos uma tradugéo
conservativa de LPT em L, o sistema l6gico trivalente de Lukasiewicz.

Essas traducdes, além de caracterizarem exemplos de tradugdes
conservativas, as quais, por ndo serem faceis de serem encontradas, ja te-
riam algum valor intrinseco nelas mesmas, também permitem a obtenc¢ao
de metapropriedades da 16gica LPT, o que aponta para possiveis aplicagdes
das tradugdes entre logicas.

5.1 UmA TRADUCAO DA LPC NA LPT

Para simplificar e separar a notagdo, indicaremos o conjunto das
variaveis proposicionais da LPC por Var(LPC) = {p , p,, p,, ...} € 0 conjun-
to das varidveis proposicionais de LPT por Var(LPT) = {5, s,, 5,, ...}.

Agora, podemos definir a fungao pretendida tradugéo t:
1: For(LPC) —» For(LPT)
(p) E 5,
U(=0) = ~1(¢)
U9 =) = 1(9) > t(y)

Lema 5.1.1: Dada uma valoragdo booleana e para a LPC, a fung¢do t induz
uma LPT-valoragdo o_ tal que:

e(c)=0< o (t(c)) =0.

Demonstragdo: Se e ¢ uma valoracdo booleana para For(LPC), entdo, de-
fine-se uma valoragdo ®_ para LPT do seguinte modo:

Para cada variavel p, € Var(LPC), a fun¢do t € tal que t(p,) = s,,
com s, € Var(LPT). Entdo, seja:

D) o (t(p)) =o(s) =0 e(p,)=0;
(i) o (~ 1)) = 0 = o (1()) # 0, isto & 1(@) € {¥, 1}
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(ii)) o (@) = «(y)) = 0 = o (1(¢)) # 0 ¢ © ((y)) = 0.
A demonstracao segue por inducao sobre a complexidade de o.

Se ¢ € uma variavel p,, entdo, por (i), ® (t1(5)) = ® (t(p,) = © (s,
=0 e(p) =e(c)=0.

Se ¢ ¢ do tipo -, entdo ©(c) = 1(—¢) = ~ T(¢). Pela hipotese de
indugdo, ® (t1(9)) = 0 < e(e) = 0 e, por (ii), © (t(¢)) # 0 < o (~1(y)) =
0. Dai, ® (1(0)) =0 © o (1(—=0)) =0 < o (~1(¢)) = 0 < o (t(¢)) # 0 <
e(0) =1 e(—p)=0<e(c)=0.

Se o ¢ do tipo @ — ¢, entdo t(c) = (@ = ) = 1(¢) > (V). Pela
hipétese de indugdo, o (1(¢)) =0 < e(@) =0 ¢ o (1(y)) =0 < e(y) = 0.
Assim, o (1(0)) = 0 < o (t(¢) = t(y)) = 0 <, por (iii), o (t(¢)) # 0 €
o(t(y)=0e@)=lee(y)=0=e(@ > y)=0<e(c)=0.

Lema 5.1.2: Dada uma valoragdo o para a légica LPT, a fun¢do t induz
uma valoragdo e para a LPC tal que:

e (0)=0< o(t(c)) =0.

Demonstragdo: Se o ¢ uma valoragdo para LPT, entdo, o: For(LPT) —
{0, Y2, 1}. A partir de o, define-se uma valorag@o booleana e do seguinte
modo:

e )=0< o(s)=0.

A demonstragdo segue por inducdo sobre a complexidade de c.

Se 6 € uma variavel p, entdo, o(t(c)) = o(t(p)) = ©(s) = 0 &
e (p)=e (0)=0.

Se ¢ ¢ do tipo -, entdo, 1(c) = 1(—@) = ~ 1(¢p). Pela hipotese de
induc¢do, o(t(9)) =0 < e (¢) = 0. Agora, ®(t(c)) =0 < o(t1(—0)) =0 &
o(~1(0) =0 o(t(@)#0=e (9)=1e (-0)=0ce¢ (c)=0.

Se o ¢ do tipo ¢ — vy, entdo, ©(c) = (¢ = Y) = 1(Q) = T(Y).
Pela hipotese de indugdo, o(t(9)) =0 <= e (9) =0e o(t(y) =0 e (y)
= 0. Dessa maneira, ®(7(c)) = 0 < o(t(¢p) > () =0 < o(t(e)) #0e
o(t(y)=0=e (p)=1lee (y)=0ce¢ (6)=0.
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Uma vez que cada valoragdo booleana e cada valoracdo w:
For(LPT) — {0, 2, 1} s@o modelos fortemente adequados para as logicas
LPC e LPT, podemos enunciar e demonstrar o proximo teorema.

Teorema 5.1.3: A fungao 1 € uma tradugéo conservativa da LPC em LPT.

Demonstragdo: Precisamos mostrar que, para todo 'U{¢p} < For(LPC),
se tem:

I'egpo ) E ().

(=) Se ©(I') ¥ t(¢), entdo, existe uma valoragdo o para LPT tal
que, para toda formula y € I', se tem o(t(y)) # 0, mas o(t(p)) = 0. Pelo
Lema 5.1.2, existe uma valorag¢do booleana e , tal que e (y) =1 e e (¢) =
0, ou seja, I' ¥ ¢.

(&) Se I ¥ o, entdo, existe uma valoragao booleana e tal que e(y)
=1, paratoday € I', mas e(¢p) = 0. Pelo Lema 5.1.1, existe uma valoracdo
o, para LPT tal que, para today € I, se tem o (1(y)) # 0 € ® (t(¢)) = 0, isto
¢, 0, F (') e o, ¥ t(¢). Finalmente, t(I') #1(9).

O conjunto de teoremas ou férmulas validas de LPT é menor que
o conjunto de teoremas (tautologias) do CPC. Contudo, ha uma parte boo-
leana dentro do conjunto de férmulas vélidas da LPT, em que podemos
mergulhar o conjunto das tautologias cléssicas.

5.2 UmA TRADUGAO DE LPT M £,

N3ao ¢ facil definir uma tradug@o conservativa de LPT ou outras
logicas ndo cléassicas em LPC. Conseguimos definir uma de LPT em outra
logica trivalente, qual seja, a logica L, de Lukasiewicz. Para isso, precisa-
mos apresentar essa logica.

Lukasiewicz introduziu seus sistemas logicos proposicionais mul-
tivalorados sobre a linguagem proposicional L(—, —) com dois operadores
basicos, ‘—’ para negacdo, e ‘—’ para a implicagao.

Se x, y € [0, 1], o intervalo real unitario, entdo, esses operadores
sdo definidos por:
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—x¥l-xe

def

x—>y=Emin(l,1-x+y).

Se considerarmos o modelo usual de matrizes da LPC, o qual toma
exatamente o subconjunto {0, 1} < [0, 1], os dois operadores acima coin-
cidem com os seus correlatos classicos da LPC.

As matrizes para a logica L., de Lukasiewicz t€m seus valores da-
dos no conjunto {0, %2, 1} < [0, 1].

De acordo com os operadores acima, as tabelas dos operadores de
negacdo e implicagdo de L, sdo as seguintes:

- 10|21 o
O 1|11 011
|11 2| 2
1 10]%]1 110

A semantica matricial de L, € dada pela matriz:
MLg, = ({09 1/29 1}5 -, =, {1})9

com o conjunto de valores designados D = {1}.

Conforme Cignoli, D’Ottaviano ¢ Mundici (1994), nas logicas
de Lukasiewicz, podem ser definidas as seguintes operacdes: disjuncdo
v, conjungdo A, soma @, produto (O e a negagdo classica ~ do seguinte
modo:

XVvy¥E (x >y) > y=max(x,y)

XAYE =(=xvVvay)=min(x,y)

X@®yE —x—>y=min(l, xt+y)

XOyE s(=x® —y)=max(0,x +y—1)
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~XE o x® —x

def

x>y = x —(x >Y).

As tabelas da disjung¢do e conjung@o coincidem com as de LPT,
enquanto as tabelas dos demais operadores sdo as seguintes:

@ 0] %1 O|0%2]| 1 ~ w 0] %21
0 [0] %1 0 (0|0 O 01 010]%2]1
nolV| 1 |1 0| 2| % 71 il 1]1
1 1|1 |1 I 0] % 1 10 1 (11 ]1

Considerando Var(L,) = {q,, 4,, 4,, ... }, a nossa tradugéo ¢ a fun-

¢ao:
p: LPT > L,
p(s) =~ 4,
p(= @) =~ p(o)

p(@ = w) =p () > p(y).

Assim, perante essa fun¢do, segue que w(p(A)) < {0, 1}, para
todo A < For(LPT).

Lema 5.2.1: Para cada valoracao v: Var(LPT) — {0, 2, 1}, existe uma
valoragdo w: Var(L,) — {0, ', 1}, tal que:

v(6) =0 < w(p(o)) =0.

Demonstragdo: Tomamos w(q,) = v(s,). A demonstragdo segue por indugdo
sobre a complexidade de ©.

Sec €s,entdo, (o) =0=v(s) =0 w(g) =0 w(—g)=1<
w(~—g) =0 < w(p(c)) = 0.

Se 6 ¢ -y, entdo, V(o) =0 © v(y) =1 & w(p(w)) = 1 © w(~
P(y) = 0 = w(p(=y)) = 0 < w(p(c)) = 0.
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Se o é ¢y — 7, entdo, v(c) = 0 < v(y) # 0 e v(y) = 0 see w(p(y)) =
1 e w(p(y)) = 0 see w(p(y) = p(y)) = 0 see w(p(c)) = 0. u

Proposicao 5.2.2: A funcdo p ¢ uma tradugdo conservativa.

Demonstragdo: Dada a completude dos modelos matriciais, I' # ¢ see I'
¥ ¢ see existe alguma valoracdo v: Var(LPT) — {0, 'z, 1} tal que v(y) # 0,
para today € I', e v(9) = 0 see existe alguma valoragdo w: Var(L,) — {0,
Y5, 1} tal que w(p(y)) =1, paratoday € I', e w(p(¢)) # 1 see p(I') ¥ p(@).

6. CONSIDERACOES FINAIS

Com as tradugdes conservativas, podemos verificar a validade de
certas propriedades de uma logica em fungdo de outra, pois a definicdo
de tradugdo conservativa pressupde uma relacdo de reciprocidade entre as
logicas envolvidas na respectiva traducdo. As primeiras tradugdes, encon-
tradas na literatura (cf. FEITOSA; D’OTTAVIANO, 2001), foram usadas
para a demonstragdo da consisténcia relativa de um sistema segundo o ou-
tro.

Faremos o mesmo agora.

Por exemplo, como sabemos que L, € consistente, obtemos a con-
sisténcia de LPT do seguinte modo.

Suponhamos que LPT ndo seja consistente. Entdo, -, L <+ .

—(¢ — ¢). Pela tradugdo p, segue que +,, p(=(¢ — 9)) &+, ~(p(¢) >
p(p)) & F,, L. Todavia, L, seria inconsistente.

Outra aplicagdo de uma traducdo pode ser considerada para a de-
monstragdo da decidibilidade de LPT. Como L, ¢ decidivel, entdo também
LPT ¢ decidivel, porque, dada uma férmula ¢ de LPT, pela traducdo p,
toma-se p(¢) € se testa essa formula em L,. Se p(¢) € um teorema de L.,
entdo ¢ ¢ teorema de LPT. Se p(¢) ndo ¢ teorema de p(¢), entdo também ¢
ndo ¢ teorema de LPT.
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Desse modo, com o uso das traducdes, conseguimos demonstrar
novas e relevantes metapropriedades de LPT. Mais inter-relagdes podem
ser verificadas através das fungdes de tradugdo.
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