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A ORGANIZACAO DO UNIVERSO MATEMATICO POR
MEI0 DE MODELOS DE SEGUNDA ORDEM

Marcelo Reicher Soares
reicher@fc.unesp.br

1. INTRODUCAO

A necessidade de sobrevivéncia do homem o conduz a construcio
de instrumentos de intervencio e controle da realidade. Os primeiros des-
ses instrumentos sdo as ferramentas de modelagio do meio fisico, como
pds, enxadas, arados e outros, os quais mimetizam a a¢io do corpo do ho-
mem, potencializando sua capacidade de intervir no ambiente, conforme
seja seu interesse. Apesar de serem eficientes e revoluciondrios, na histé-
ria da humanidade, esses instrumentos nio deixam de ser rudimentares,
tendo um alcance limitado e promovendo a intervengao apenas por acio
fisica direta. Constituem, assim, ferramentas com potencial limitado, nio
atendendo as crescentes necessidades de controle derivadas do progresso
humano.

Um instrumento antigo que jd continha, intuitivamente, um alto
grau de elaboragao conceitual é a nogio primitiva de contagem. Assim ¢
que o pastor de ovelhas, com o objetivo de ndo perder nenhum de seus
bens preciosos, faz corresponder a cada ovelha uma pedrinha, armazenan-
do esta tltima em uma bolsa. Ao final do dia, ao recolher os animais,
verifica se tem uma ovelha para cada pedrinha em sua bolsa, de modo a
preservar seu rebanho. Essa ideia simples de correspondéncia é abstraida
pelo conceito de fung¢io e os niimeros naturais sao criados como modelos
para contagem. Posteriormente, os nimeros reais sao desenvolvidos com o
objetivo de medir grandezas como dreas e comprimentos.

Em um processo ininterrupto, instrumentos mais sofisticados sdo
exigidos e desenvolvidos, em cuja elaboragao os elementos abstratos cons-
tituem, cada vez mais, a matéria-prima. No que segue, com a finalidade de
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tragar um panorama de tal processo, em particular no ambiente da mate-
matica, apresentamos uma abordagem intuitiva para o conceito de estrutu-
ra conceitual e um seu caso particular, os modelos. Tornamos preciso o que
entenderemos por modelos de primeira e segunda ordem, exemplificando,
a partir de situagdes particulares, como os mesmos surgem e sao utilizados.

2. EsTRUTURA CONCEITUAL E MODELO

O processo de usar pedrinhas para contar ovelhas pode ter funcio-
nado bem enquanto o rebanho era pequeno, mas, com o passar do tempo,
surge a necessidade de adequar a ferramenta as novas demandas. Como
carregar pedrinhas suficientes para associd-las a um rebanho gigante de
gado, por exemplo? Situagoes andlogas a essa se proliferam, conduzindo
a necessidade do uso de ferramentas mais elaboradas e eficientes, as es-
truturas conceituais, as quais operam em toda drea de a¢io do homem,
buscando organizar e compreender o formiddvel volume de informagoes
que permeia as sociedades modernas. A no¢io de estrutura conceitual é
suficientemente complexa, de modo que seu estudo exaustivo demandaria
um trabalho especifico sobre o tema: basta fazer uma pesquisa na internet,
para verificar a infinidade de abordagens encontradas. Para os nossos pro-
pésitos, pedimos que o leitor assuma uma concepgao intuitiva exposta a

seguir (ver GARDING, 1977).

Conceberemos estrutura conceitual como um conjunto de concei-
tos abstratos, ordenados segundo algum principio, interligados mediante
regras e hierarquizados conforme interesses especificos.

Assim compreendidas, tais estruturas possibilitam-nos, com grau
de precisao cada vez maior, organizar, explicar, prever e intervir na realidade,
como veremos nos exemplos que introduziremos neste trabalho. Adotando
a concepg¢ao acima, podemos encarar a linguagem como um exemplo de
estrutura conceitual, uma das mais importantes desenvolvidas pela huma-
nidade. Nela, fazemos corresponder sons com significados (palavras) ¢ as
combinagées de sons, fazemos corresponder significados mais complexos
(frases bem formadas), mediante regras gramaticais construtivas.

Nio menos importante que a linguagem, temos a escrita. Esta
pode, grosseiramente, ser definida como a representacio da linguagem por
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meio de signos graficos, isto ¢, uma correspondéncia entre sons ¢ signos
graficos. Obviamente, a linguagem ¢ a escrita sao conceitos por demais
complexos, para que um enquadramento dos mesmos apenas como estru-
turas conceituais possa caracterizd-los plenamente. No entanto, o esfor¢o
para enxergd-las como estruturas conceituais é, no minimo, bastante inte-
ressante. Note-se ainda a diversidade de linguagens e escritas desenvolvidas
pela humanidade, ao longo do tempo, sempre objetivando armazenar e
transmitir os conhecimentos obtidos. Tal objetivo, por si 6, justifica todo
o esfor¢o despendido na empreitada.

Uma estrutura conceitual criada com o objetivo de intervir em
uma fracio especifica da realidade, fornecendo um instrumento capaz de
organizd-la em diversos de seus aspectos, serd chamada de modelo para essa

realidade.

Nesse sentido, podemos sustentar que a lingua portuguesa é um
exemplo de modelo (melhor seria empregar metamodelo, com a compre-
ensdo intuitiva que tal termo tenha), uma vez que ela é uma estrutura
conceitual que atende a concep¢iao que apresentamos, para as pessoas que
dela fazem uso.

De uma maneira geral, um modelo opera representando abstra-
tamente uma parte da realidade, alguns de seus aspectos, que, num dado
instante, seja interessante para o observador entender e controlar, como
contar ovelhas, por exemplo.

Chamaremos a compreensdo alcancada, aplicando leis logicas
aos conceitos de um modelo, de feoria desse modelo. Assim é que, em
Matemdtica, temos que a dlgebra linear ¢ a teoria que compila os resulta-
dos obtidos a partir dos espagos vetoriais, e estes tltimos sio modelos tteis
para o estudo de diversos problemas em dlgebra, andlise e geometria.

Além da Matemdtica, diversas outras ciéncias, como a Fisica, a
Biologia, e a Quimica, por exemplo, agruparam ao longo da histéria mui-
tos modelos, criados para compreender a realidade segundo suas necessi-
dades ¢ os seus pontos de vista especificos. Aqui nos interessa modelos que
estdo no escopo da Matemdtica, uma vez que é nessa ciéncia que podemos
identificar claramente o que chamaremos de modelos de segunda ordem.
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Um exemplo significativo, na drea da Matemdtica, do que esta-
mos abordando é o modelo dado pelo conjunto dos niimeros naturais,
com base no qual podemos compreender, explicar e prever, em muitas
situagoes, respondendo a perguntas que envolvem as necessidades de con-
tagem e de ordenagio. Decorre de sua criagio que no precisamos mais da
bolsa com as pedrinhas, que o pastor usava para manter o rebanho; ela é
substituida pela ferramenta abstrata dos nimeros naturais. Basta, por con-
seguinte, contar as ovelhas, isto é, estabelecer uma correspondéncia biuni-
voca (uma fungio bijetiva) entre o conjunto das ovelhas e um subconjunto
dos nimeros naturais do tipo | ={12,.,n}c N, para um “n” apropria-
do. A fungio bijetiva considerada serd chamada de uma contagem, e ¢
possivel argumentar matematicamente, de maneira bastante convincente
(demonstrar), que o “n” encontrado independe da particular contagem
(ver LIMA, 2016). Apds esse processo, afirmamos que o pastor possui
n” ovelhas e ele pode conti-las sempre que quiser, usando ainda essa in-
formagao para planejar formas de atender as demandas de seu rebanho de
ovelhas. Conhecendo o ndmero de ovelhas que tem, ele pode desenvolver
uma logistica para auxiliar na administragio. Ragoes, vacinas e outros itens
sao adquiridos em quantidades especificas, ecconomizando e suprindo com
precisdo suas necessidades.

Os modelos, em geral, apresentam limitacoes em suas aplicagoes,
como uma consequéncia do fato de que, em sua constru¢io, simplificamos
a realidade, desprezando alguns (em geral muitos) de seus aspectos, limita-
¢oes as quais nos conduzem ao desenvolvimento de novos ou a ampliacio
dos j4 existentes.

Como exemplo de uma situacio capaz de levar a ampliacio de um
modelo, podemos citar a necessidade de medir grandezas continuas, como
comprimentos e dreas. Tal necessidade teve como resposta a construgio do
conjunto dos ndmeros reais, que estende o modelo dos niimeros naturais,
ampliando sua performance.

Sem nos alongarmos demasiadamente nas particularidades da
construgao dos modelos, lembramos que, no século XX, ocorreu uma sis-
tematizacdo da Matemdtica (ver EVES, 2002), a qual foi levada a cabo por
meio de uma organizagao do universo de seus elementos. Assim, a realida-
de que foi organizada, nessa situagio, era composta pelos objetos abstratos
da Matemitica, ao invés dos objetos concretos da vida didria, considerados
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anteriormente, caracterizando o que chamamos de modelo de segunda or-
dem. Dentro dessa perspectiva, o conjunto dos ndmeros reais, por exem-
plo, sendo uma das entidades do universo matemitico, ¢ classificado como
um caso particular de combinagio de estruturas abstratas (grupo, anel,
corpo, espago métrico), as quais descrevem e agrupam familias de entida-
des. Dessa forma, o conjunto dos ndmeros reais satisfaz propriedades que
o classificam como um corpo, ordenado e completo.

Fruto da sistematizacdo, citada acima, os conceitos de conjunto,
grupo, anel, espago vetorial e espago topoldgico sio exemplos de mode-
los de segunda ordem. Amplamente usados, tais conceitos viabilizaram a
organizagio e o ensino das entidades abstratas do universo matemitico,
constituindo uma linguagem universal.

A seguir, ilustramos brevemente a diferenca entre o que entende-
mos por modelos matemdticos de primeira e segunda ordens. Para esse
fim, focalizaremos as equagdes diferenciais como um modelo para o estudo
do crescimento populacional e os espagos vetoriais como modelo para re-
solucdo de equagoes diferenciais.

3. MODELO DE PRIMEIRA ORDEM

O que aqui chamamos de modelos de primeira ordem sio estru-
turas conceituais que objetivam dar-nos respostas a perguntas de cunho
prético e uso imediato. Assim, um administrador publico tem a necessi-
dade de saber o tamanho de sua popula¢io e dispor de uma maneira de
saber como essa populagao crescerd ou decrescerd, com o passar do tem-
po, condi¢ao fundamental para que ele possa planejar, em longo prazo,
as necessidades da sociedade que administra, norteando as estratégias de
politicas puablicas nos diversos niveis de administragao. Outro caso seria o
controle do nimero de elementos de uma populagio de bactérias em um
laboratério, visando a aferir a eficicia de agentes que almejam controlar
sua proliferacio.

O modelo usado para expressar o comportamento numérico da
populacio (quer de humanos, quer de bactérias), ao longo do tempo, ¢é
chamado de “modelo para crescimento populacional”. Abstratamente fa-
lando, nosso objetivo é encontrar uma fungio, a qual denotaremos por P,
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que fornega a populagao, que denotaremos por P(z), em um dado instante
de tempo, que denominamos #. Abaixo descrevemos, simplificadamente,
como se dd o processo.

A funcdo que buscamos serd um modelo de primeira geracao, vis-
to que nos dara respostas de cunho pratico e uso imediato. Consideragdes
serdo feitas para que a funcao-resposta obtida para o problema nos dé as
informagdes que julgamos uteis, de uma maneira coerente. Dentre as ca-
racteristicas que julgamos razoaveis exigir em nossa busca, esta a de que
o crescimento populacional ¢ diretamente proporcional ao nimero de in-
dividuos, num dado instante de tempo. O coeficiente de proporcionalidade
pode ser positivo ou negativo, conforme tenhamos a populagdo crescendo
ou decrescendo. Além disso, ¢ fundamental levar em conta os recursos na-
turais e estratégicos a disposi¢do, para a sobrevivéncia da populagao.

As ponderacoes acima sio traduzidas tecnicamente para o nosso mo-
delo, assinalando que procuramos uma fungao p:[0,+)—> R, a qual, a cada
instante de tempo £, associe a populagao, P(2).

Se denotarmos por & a constante de proporcionalidade mencio-
nada acima, teremos que a taxa de variagdo da fun¢ao que descreve a po-
pulagdo, a qual identificaremos por %(t) , serd 5 (® =kP(®). Esta ultima
equagdo ¢ chamada de modelo exponencial de populagcdo. O nome deriva
do fato de que a funcdo que resolve tal equacdo tem a forma exponencial,
isto é, P(t)=Ce" . Essa resposta, embora forne¢a uma boa aproximacao
para a realidade, apresenta incongruéncia com os dados experimentais ob-
tidos no estudo do crescimento de colonias de bactérias, por exemplo. O
inconveniente decorre da circunstincia de que a fun¢do obtida, quando C
>0 e k>0, prevé um crescimento ilimitado da populacdo, com o passar do
tempo. Tecnicamente, escrevemos lim P(t) =+ expressando que “o limite
da fungdo P(z) é infinito, na medida em que o tempo tende para o infinito”.
Sabemos, por aferi¢des laboratoriais, que isso na realidade nao acontece,
isto €, as populagdes, quer humana, quer de bactérias, tendem a se estabili-
zar em torno de um limite maximo, o qual est4 associado a diversos fatores
que viabilizam, ou ndo, a sobrevivéncia.

Essa constataciao nos leva a necessidade de encontrar uma maneira
de melhorar a resposta. No caso, buscaremos retratar, na equagio, os re-
cursos naturais a disposi¢ao da populagio, uma vez que estes tém grande
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influéncia no seu comportamento numérico. Para isso, incluiremos um
numero fixo, o qual denotaremos por A7, que indicard a populagio méxi-
ma possivel, levando em conta os recursos naturais disponiveis.

Nesse sentido, refinamos as caracteristicas da fun¢io que procura-
mos e, para traduzir matematicamente tais consideracoes, reescrevemos a

~ . . dpP P . 7
equagio, anteriormente obtida, de modo que % © =k (1-"2) isto é, a taxa

de variacio da populagio, agora apresenta um novo fator [1_%’)), o qual atua
de maneira a retratar formalmente as consideragoes sobre os recursos vitais.
Nesse caso, quando avaliarmos a situagio em que o tempo passa infinita-
mente, t —+%, o comportamento da populagio P(#) serd o de aproximar-se
de M, tendo como consequéncia que o fator (1—%) se aproximard de zero,
0 que acarreta que a taxa de crescimento da populagio, £ (¢), também se
aproxima de zero. O acréscimo do fator [1-57'] 2 nossa equagio torna nosso
modelo mais coerente com a realidade, embora dificulte, ¢ muito, a obten-

¢ao da solugao.

Com essas alteragdes, a equagio (*) obtida é chamada de modelo
logistico de populagio. Em Matemdtica, uma equagao que envolve uma fun-
¢ao incognita (no caso, P(2) ), e sua derivada (‘;—':(t)) ¢é chamada de equagio
diferencial. Assim, para resolvermos o problema e encontrarmos a funcio
resposta, temos que resolver uma equagio diferencial.

A equagio obtida é um modelo de primeira ordem, visto que,
quando resolvida, fornecerd uma ferramenta pratica para a interven¢io
imediata numa situagdo do cotidiano (seja da administracio publica, seja
na profilaxia das bactérias). Com base nas dificuldades em resolver equa-
¢oes desse tipo, sao desenvolvidos modelos de segunda ordem, os quais
fornecerao instrumentos para atuarmos em um novo ambiente, em que os
individuos s3o as diversas equagoes diferenciais, provenientes de variados
problemas similarmente modelados. Nossa meta, agora, com os modelos
de segunda ordem, ¢ organizar esse novo ambiente, encontrando ferra-
mentas para modelar e solucionar as equagoes diferenciais.
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4. MODELO DE SEGUNDA ORDEM

Descreveremos, muito brevemente, como empregar os espagos ve-
toriais e sua teoria, a dlgebra linear, para modelar o problema matemadtico
de solucionar equagoes diferenciais (ver BOYCE; DIPRIMA, 2015).

Consideramos a familia de equagdes diferenciais ordindrias,
chamadas de equagées diferenciais ordindrias lineares com coeficientes
constantes. As equagdes que pertencem a essa familia tém a forma geral

(}’l) b _ ~ ’ .
(#)a,y” +... +a,y +a,y = 0, em que 0s 4 s3o numeros reais constantes
dados e y ¢ uma fungao incégnita com varidvel independente x.

Nosso objetivo é encontrar uma fungio f{x), que, substituida na equa-

¢io (#), no lugar de ¥, faca com que @ ™ (x) + ... +a, [ (x) + a,flx) = 0,

para todo X em um intervalo / da reta.
Posto dessa forma, a estratégia adotada para resolver equagoes do

tipo de (#) serd tomarmos o espago vetorial C ” (1) , formado por todas
as fungdes que tém derivadas continuas, até ordem 72, sobre o intervalo
[ da reta (intervalo este no qual deverd estar definida a funcio solugio da
equacio). Além disso, introduzimos um operador diferencial Z, definido
pOr L=a, . ta+a, , 0 qual nada mais é que uma funcio que atua sobre
o espaco vetorial C” (1) e toma valores no espago vetorial C? (1).

Demonstra-se que tal operador diferencial é uma transformagao li-
near (ver BOYCE; DiPRIMA, 2015), de sorte que encontrar as solu¢des
da equagio diferencial (#) se resume, agora, em encontrar o ndcleo desse
operador linear L (isto é, encontrar toda fungao f{x) paraa qual L [f(x)]= 0.

No contexto da teoria de dlgebra linear, a qual envolve os espagos
vetoriais, as transformagoes lineares e o nucleo de operadores, temos mui-
tos recursos para encontrar o tal nicleo e, como consequéncia, resolvermos
a equagio diferencial (#).

Dessa forma, fica caracterizada a 4lgebra lincar como um modelo
de segunda ordem, na medida em que transferimos a busca da solugio de
um problema pratico para um problema abstrato de obten¢io do nucleo
de um operador linear.
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5. CONSIDERACOES FINAIS

A distingao entre os modelos de primeira e segunda geragoes ¢
bastante sutil e visa a atender a critérios diddticos e organizacionais. Eles
exemplificam como, ao longo do tempo, ocorreu uma evolugio notdvel
nos instrumentos utilizados pelo homem, para satisfazer as demandas de
sua sociedade cada vez mais complexa.

A proliferacio dos modelos de segunda ordem, que é caracteristica
da sociedade cientifica moderna, no caso especifico da Matemidtica, nos
conduziram para uma situagao na qual podemos considerar tais estruturas
como as unidades organizacionais do universo da Matematica, facilitando
seu estudo e desenvolvimento.
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