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INTRODUCAO

De um modo bastante geral, os contemporaneos sistemas 16gicos
procuram formalizar numa linguagem clara, com alta frequéncia em lin-
guagens formais, aspectos relevantes da consequéncia em determinado
contexto.

A tradicional logica classica pde énfase na nogdo de verdade. E a
sua relacdo de consequéncia deve conduzir de condi¢des verdadeiras em
conclusdo verdadeira, de modo a preservar a verdade. Logicas nao classi-
cas podem ampliar esse espectro de investigacdo e, como destacado, trata
ainda da consequéncia, mas ndo necessariamente da verdade. Essas con-
sequéncias preservam a validade de certas nog¢des claras para cada logica.
Por exemplo, uma logica modal dedntica trata de aspectos das leis: o que ¢
obrigatdrio, o que € permitido e o que ¢ proibido. Uma lei ndo ¢ verdadeira
nem falsa. Entao, tal 16gica procura desvendar o que deve valer num con-
texto em que certas leis sao aceitas e devem ser observadas.

Os sistemas formais, que constituem as muitas 16gicas contempo-
raneas, procuram primeiro uma linguagem para formalizar as nogdes cen-
trais de cada contexto e, posteriormente, dar um entendimento razoavel da
consequéncia para aquele contexto.

Loégica Epistémica ¢ um caso especial de logica modal, que tem a
incumbéncia de investigar e formalizar, no contexto logico, o que se pode
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conhecer ou como tratar o conhecimento. Existem diferentes versdes de
logicas epistémicas que surgiram e foram desenvolvidas no século XX,
todas elas desenvolvidas no ambiente das l6gicas modais.

De um modo geral, para alguma logica epistémica, concebemos
um sistema formal simples para investigacdes sobre a estrutura do conhe-
cimento, seus limites, possibilidades e propriedades. Naturalmente, ha in-
teresse na relag@o existente entre as versoes de logicas epistémicas e a epis-
temologia. Busca-se explicitar como aspectos da geracdo de conhecimento
podem ser sintetizados e formalizados, numa particular logica epistémica.

Neste artigo, interpretamos o operador modal de conhecimento K,
numa classe de estruturas matematicas bastante conhecida, os ultrafiltros.
Desse modo, pensamos que cada ultrafiltro pode nos dar algum entendi-
mento do carater do operador de conhecimento K. Para maiores detalhes,
ver, por exemplo, Chellas (1980).

Para tanto, iniciamos, na primeira se¢do, com o conceito de ultra-
filtro. Na segunda secdo, apresentamos a interpretacdo pretendida para K
nos ultrafiltros. Ja na terceira secdo, focalizamos uma légica proposicional
e modal associada aos ultrafiltros, a qual pode ser interpretada como uma
logica epistémica e deterministica. Na ultima se¢do, mostramos elementos
da adequagdo da légica modal proposta e os modelos algébricos que con-
templam aspectos dos ultrafiltros sobre dlgebras booleanas.

1. FILTROS E ULTRAFILTROS EM ALGEBRAS DE BOOLE

Nesta secdo, explicitamos os conceitos de filtro e ultrafiltro em al-
gebras de Boole, bastante conhecidos na literatura sobre logica algébrica,
os quais utilizaremos para fundar os topicos essenciais do artigo.

Definigdo 1.1: Algebra de Boole é uma estrutura algébrica do tipo B = (B,
~, A, Vv, 0, 1), em que B ¢ o dominio que conta com as constantes 0 e 1,
e estdo definidas sobre B uma operag@o undria ~, o complemento, e duas
operacdes bindrias A, a conjung¢do, € Vv, a disjun¢do, de maneira que para
todos a, b, ¢ € B valem:

(1) avb =bva

(i1) anb = bra

(ii1) an(bvc) = (anb) v (anc)
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Ultrafiltros e uma interpretagdo deterministica 59

(iv) av(birc) = (avb) A (avce)

V)av0=a

(vi)anl =a

(vii) para cada a € B, existe ~a € B tal que av~a=1e¢e an~a=0.

Seja E um conjunto ndo vazio. Um exemplo de dlgebra de Boole
¢ B=(PE),C, N, U, d,E), em que o seu dominio é o conjunto das partes
de E, denotado por P(E); A ¢ a operagdo de intersecg¢do de conjuntos NM; v
¢ a operagdo de unido de conjuntos \U; ~ € a operacdo de complementacao
de conjuntos €; o zero é o conjunto vazio & e o um é o conjunto E.

Outro exemplo de algebra de Boole ¢ (B, ~, A, v, 0, 1), em que
B ¢ o conjunto das classes de equivaléncia de sentengas proposicionais (a
proposicao p ¢ equivalente a g se, e somente se, p <> ¢ € uma tautologia); A,
V e ~ sdo, respectivamente, os conectivos da logica proposicional classica
sobre as classes de equivaléncia de B e (conjuncao), ou (disjuncio) e ndo
(negacdo); 0 € a classe de equivaléncia das sentencas logicamente equiva-
lentes a pA~p (contradigdes) e 1 € a classe de equivaléncia das sentengas
logicamente equivalentes a pv~p (tautologias).

Seja B=(B, ~, A, Vv, 0, 1) uma algebra de Boole e ¢, b € B. Em B
esta sempre definida uma relagdo de ordem parcial a < b (@ menor ou igual
a b) tal que:

a<b&sanb=a & avb=b.

Defini¢do 1.2: Seja B= (B, ~, A, v, 0, 1) uma algebra de Boole. Um sub-
conjunto ndo vazio F < B ¢ um filtro em B se para todos a, b € B:

(i)a,be F=anb e F
(i)ae Fea<b=b¢eF.

O conceito de filtro traz duas no¢des importantes, a nogdo de
filtrar ou separar elementos e que esses elementos separados apontam
para cima, pois, se algum elemento estd em F, todos os maiores que ele
também 14 estdo.

Como a algebra da defini¢do € de Boole, o conceito de filtro separa
as proposi¢des que tendem para 1, aquelas que sdo verdadeiras.

A defini¢do acima poderia ser dada através de outras sentengas
equivalentes. As duas proposi¢des que seguem nos confirmam esse fato.
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Proposi¢do 1.3: Sejam B = (B, ~, A, v, 0, 1) uma algebra de Boole ¢ F um
subconjunto ndo vazio de B. A condig¢ao (ii) da Defini¢do 1.1 € equivalente
a condi¢ao:

(a) paratodos a,b € B,a € F = avb € F.

Demonstragdo: (=) Para todos a, b € B, se a € F, como a < avb, entao,
pela condigdo (ii) da Definigao 1.1, segue que avb € F.

(&)Sea,beBea<bh,entdoanb=a < avb=>b.Como a € F, entdo
da condicao (a), segue que avb € F. Portanto,sea € Fea<b,entdob € F. m

Proposigdo 1.4: Seja B= (B, ~, A, v, 0, 1) uma algebra de Boole. A condi-
¢do (ii) da Defini¢do 1.1 € equivalente a condigao:

(b) paratodosa,b € B,anb e F=>a e Feb e F.
Demonstragdo: (=) Se anb € F, como anb < a e anb < b, entdo, pela con-
dicdo (ii) da Defini¢do 1.1, a € Fe b € F.

(<) Se a < b, entdo anb = a. Como a € F, entdo anb € F. Logo,
beF.m

Proposi¢do 1.5: Se B= (B, ~, A, Vv, 0, 1) é uma algebra de Boole e a € B,
entio:

(1) o conjunto a” = {b € B : b > a} ¢ um filtro;

(i1) se F < B ¢ um filtro, entdoa € F < a> c F.

Demonstragdo: (1) Sejam b, ¢ € B. Se b, ¢ € a, pela lei de formagao de
a’,entdiob>aec=>ae,dai, bac > anc > ana=a.Logo, bac € a”. Agora,
se b € a’ec>b,pelalei de formagdo de a”, b > a e, dessa forma, ¢ > a.
Logo ¢ € a”. Deste modo, a> = {b € B : b > a} é um filtro.

(i1) (=) Se a € F e a < b, pela defini¢do de filtro, b € F. Logo, F
tem como elementos todos os elementos de a™, ou seja, a” C F.

(<)Sea’>cF,comoa ea’,entioa € F. m
Definicéo 1.6: O filtro a~ ¢ denominado filtro principal gerado por a.

Proposi¢do 1.7: Se B= (B, ~, A, Vv, 0, 1) ¢ uma algebra de Boole e F — B
¢ um filtro, entdo:
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(i) o conjunto {1} < B ¢ um filtro de B
(ii) o conjunto {1} < B esta contido em todo filtro de B.

Demonstragao: (1) {1} =17.

(ii) Seja F um filtro qualquer de B. Como 1 € B e para todo a €
F, segue que a < 1 e, entdo, pela condigdo (ii) da Defini¢do 1.1, segue que
1 € F.Logo, {1} c F, paratodo F de B. m

Proposigdo 1.8: Sejam B= (B, ~, A, Vv, 0, 1) uma algebra de Boole e S < B.
A intersecg¢do de todos os filtros de B que contém S ¢ um filtro.

Demonstragdo: Escrevemos assim [S] =N {F, € B : F, € um filtro de B
e S c F,}. Precisamos verificar que [S] ¢ um filtro de B. Sejam a, b € B.

Se a, b € [S], entdo, para todo A, temos que a, b € F,. Como cada
F, ¢ filtro, entdo anb € F,. Portanto, anb € [S].

Se a € [S] e a < b, entdo, para todo A, a € F,. Como cada F, ¢
filtro, entdo b € F, e, portanto, b € [S].

Logo, [S]=n{F, cB:F, éumfiltroe SC F,} ¢ filtro de B. m
Defini¢do 1.9: O filtro [S] € denominado filtro gerado por S.

Defini¢do 1.10: Sejam B= (B, ~, A, Vv, 0, 1) uma algebra de Boole¢ F — B
um filtro de B. O filtro F é préprio se F = B.

Defini¢do 1.11: Sejam B = (B, ~, A, Vv, 0, 1) uma algebra de Boole ¢ F — B
um filtro. O filtro F é primo, se ele é proprio e:
(c)paratodosa,b € B,avb e F=>a e Foub € F.

Defini¢do 1.12: Sejam B= (B, ~, A, Vv, 0, 1) uma algebra de Boole ¢ F — B
um filtro. O filtro F é maximal, se ele ¢ proprio e:

(d) para todo filtro G de B, se F c G, entdo G =F ou G =B.

Defini¢do 1.13: Sejam B= (B, ~, A, Vv, 0, 1) uma algebra de Boole¢ F — B
um filtro. O filtro F ¢ irredutivel se ele ¢ proprio e:
(¢) para todos dois filtros F, F,; F=F N"F,=>F=F ouF=F,.

Proposigdo 1.14: Sejam B= (B, A, v, ~, 0, 1) uma é4lgebra de Boole e F ¢
B um filtro, entfo:
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()1 eF
(i1) F € um filtro préprio se, e somente se, 0 ¢ F.

Demonstragdo: (1) Segue da Proposicdo 1.6.

(i1) (=) Se 0 € F, pela condigdo (ii) da Defini¢do 1.1, como para
todo a € B, tem-se 0 < a, entdo a € F e, assim, B = F. Neste caso, F nao
¢ proprio.

(&)Como 0 e Be 0 ¢ F, entdo F # B. Dai, F € proprio. m

Proposi¢do 1.15: Sejam B = (B, A, Vv, ~, 0, 1) uma algebra de Boole, F <
B um filtro e b um elemento de B. Entao, o filtro F* gerado por F ¢ b ¢
proprio se, e somente se, ~b ¢ F.

Demonstragdo: (=) Se ~b € F, entdo ba~b=0 € F*. Dai, F* ndo ¢é proprio.

(<) Se F* nao ¢ proprio, entdo, 0 € F*. Entdo, existe um elemento ¢ € F
tal que bac <0 < (bac) A0 =bac < 0= bac & ~bv0 =~bvbac & ¢ =
~b. Portanto, o elemento ~b € F. m

Defini¢do 1.16: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole ¢ F ¢
B um filtro. A relagdo binaria =, em B € definida por: a =, b < existe ¢ €
F tal que anc = bac.

Proposigdo 1.17: Sejam B= (B, A, v, ~, 0, 1) uma éalgebra de Boole e F ¢
B um filtro. A rela¢do =, € uma relagdo de equivaléncia tal que, se a =, a’
eb=_b’,entdo anb= a’Ab’eavb= avb’. Ademais,a € F & a=_ 1.

Demonstragdo: Ver (Rodrigues, 2012). m

Proposigdo 1.18: Se B=(B, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole ¢ F c B
¢ um filtro em B, ento:
(i) paratodos a,a’ € B,a=,a’ = ~[(~a’ra) v (~arna’)] € F

(i) =, € uma congruéncia com respeito a operagdo ~, ou seja, a =, a’ =
~a =, ~a’.

Demonstragdo: (i) Como a =, a’, entdo, pela Definigdo 1.14, existe b €
F tal que anb = a’Ab. Desta forma, temos que ~an(anb) = ~an(a’Ab)
= (~ana)nb = (~ana’)Ab = OAb = (~ana)Ab = (~ara’)nb = 0 =
[(~ana )AD] v ~b = 0v~b = [(~ana’)v~b] A (bv~b) =~b = [(~ara)v~b]
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ANl =~b= (~ana’) v ~b =~b = ~[(~ana’) v ~b] = ~~b = ~(~ana’) A
~~b=b= ~(~ana ) Ab=b= b < ~(~ana’). Logo,como b € Fe F ¢
um filtro, entdo ~(~ana’) € F. Analogamente, podemos mostrar que b <
~(~a’na) e, consequentemente, ~(~a’Aa) € F. Assim, ~(~a 'Aa) A ~(~ara’)
=~[(~a’ra) v (~ana’)] € F, pois F ¢ um filtro.

(if) Se a=, a’, entdo, por (i), b =~(~a’ra) A ~(~ana’) € F. Assim,
~anb = ~a A [~(~a’na) A ~(~ana’)] = [~a A ~(~a’ra)] A ~(~ana’) = [~a
A (~~a’v~a)] A (~~av~a’)=[~a n(a’v~a)] A (av~a’)=~a A (av~a’)=
(~a na) v (~an~a’) =0 v (~an~a’) = ~an~a’ = ~a’r~a = (~a’rn~a) v 0 =
(~a’rn~a) v (~a’rna’)=~a’ A (~ava’) =[~a’ A (~ava)] A ~(ar~a’) =~a’
A[(~a’va) A ~(~a’na)] =~a’ A [~(a’A~a) A ~(~a’'ra)] =~a’ A [~(~a’ra)
A~(~ana’)]=~a’Ab.Logo,~a= ~a". m

Definigdo 1.19: Sejam B = (B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole ¢ F ¢
B um filtro. A classe de equivaléncia do elemento a € F por=_¢a/, = {b
€ B:b=_aj}.

Proposigao 1.20: O conjunto das classes de equivaléncia da relagdo =, dada por
B/, = {a/,: a € B} determina uma algebra de Boole quociente, em que: ~(a/,) =
(~a) @l NDI. = anbl e al Vbl = avb/,, 0=0/,1=1/, paratodos a, b € B.

Defini¢do 1.21: Um ultrafiltro, em uma algebra de Boole B = (B, A, v, ~,
0, 1), ¢ um filtro U tal que, para todo a € B, exatamente um dentre os ele-
mentos a e ~a pertence a U.

Proposi¢do 1.22: Se B=(B, A, v, ~, 0, 1) é uma algebra de Boole, entdo, as
seguintes condi¢des sdo equivalentes para todo filtro F < B:

(1) F é um ultrafiltro

(i1) F € um filtro maximal
(ii1) F € um filtro primo

(iv) F € um filtro irredutivel.

Demonstragdo: Ver Rasiowa e Sikorski (1968, p. 79). m

Proposigdo 1.23: Se B=(B, A, v, ~, 0, 1) ¢ uma algebra de Boole e U — B
um ultrafiltro, entdio 0 ¢ Ue 1 € U.

Demonstragdo: Pela Proposi¢do 1.19, como cada ultrafiltro € um filtro proé-
prio, entdo, 0 ¢ U. Pela Proposi¢do 1.12 (i), 1 € U.
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Proposigdo 1.24: Seja B= (B, A, Vv, ~, 0, 1) uma algebra de Boole. Se, para
todos a, b € B temos que ndo ocorre b < a, entdo, existe um ultrafiltro U
em Btalqueag Ueb e U. m

Demonstragdo: Pode ser encontrada em Rasiowa e Sikorski (1968, p. 49).

Seja B=(B, A, v, ~, 0, 1) uma algebra de Boole ¢ “U(B) o conjun-
to de todos os ultrafiltros de B. Para todo a € B, sejam h(a) = {U € U(B)
ca € U} eP(B)= {h(a) :a € B}.

Teorema 1.25: Se B= (B, A, Vv, ~, 0, 1) ¢ uma algebra de Boole, entdo, h ¢
um isomorfismo de algebras de Boole de B em P(B).

Demonstragdo: Este é o famoso Teorema do Isomorfismo de Stone, que
pode ser encontrado em Rasiowa e Sikorski (1968, p. 83). m

Defini¢do 1.26: O isomorfismo h € um isomorfismo de Stone, U(B) ¢ um
espago de Stone.

O Teorema de Stone nos permite afirmar que, para toda algebra de
Boole B= (B, A, v, ~, 0, 1), existe um homomorfismo injetivo de B em P
(P(B)), pois P(B) < P (P (B)). Podemos explicar mais detalhadamente:
como U é um ultrafiltro em B, entdo, U < B, ou seja, U € P (B). Assim, h(a)
< P (B), ou ainda, h(a) € P (P (B)) e, entdo, segue que P(B) < P (P (B)).

Como afirmamos anteriormente, os filtros separam as proposi¢des
verdadeiras e um ultrafiltro, o qual é um filtro particular, separa as propo-
sigdes em apenas dois grupos as verdadeiras, que serdo interpretadas como
as conhecidas, e as falsas.

2. A INTERPRETACAO DO OPERADOR K

O operador K tem a incumbéncia de indicar, no sistema formal
proposto para a logica epistémica, quais proposi¢des sdo conhecidas pelos
agentes do sistema. Ele pode ser concebido como um operador modal do
conhecimento, dentro de um sistema logico proposicional e modal.

Para a formula¢do de tal sistema ldgico, consideramos uma lin-
guagem proposicional para descrever o conhecimento de um agente. No
nosso caso, também para descrever o conhecimento de uma comunidade
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Ultrafiltros e uma interpretagdo deterministica 65

que ¢ capaz de decidir sobre toda e qualquer proposi¢ao formulada na sua
linguagem. A sua linguagem deve incluir uma linguagem booleana usual,
com seus respectivos operadores e usuais propriedades, na qual serd inclui-
do o operador do conhecimento K.

O operador modal da légica epistémica pode ser interpretado
como “¢ conhecido que”. Algumas vezes, € usada a expressdo K ¢, para
significar que o individuo ou agente a sabe ou conhece que vale @. Nesse
ambito, uma logica epistémica pode ser entendida como um exemplo de
l6gica modal para a representagdo do conhecimento.

Para mais detalhes sobre logicas modais e epistémicas, em parti-
cular, sugerimos o livro de Chellas (1980).

Podemos usar as no¢des do conhecimento individualizado ou do
conhecimento coletivo, que sera o caso deste ensaio. Introduzimos uma
visdo particular de logica epistémica para um mundo muito particular e
determinista, conforme indicamos a seguir.

Por serem casos de ldgicas modais, os modelos usuais de logicas
epistémicas sdo dados por semanticas de Kripke, formuladas em termos
de mundos possiveis. No nosso caso, teremos um modelo algébrico com
motivacdo no conceito de ultrafiltro.

No nosso mundo usual, cada individuo, ou grupo de individuos, sabe
que algumas leis sdo validas como “todo humano € mortal” (no sentido usual
dos termos) e algumas ndo valem, como “uma por¢do de agua pode pegar
fogo” e, para uma quantidade infinita de outras, ndo temos uma resposta defi-
nitiva, como “ha seres vivos e inteligentes em outros astros que ndo a Terra”.

Como procuramos formalizar uma comunidade de carater de-
terminista, isto ¢, que sempre pode determinar quais sdo as proposi¢cdes
verdadeiras ou validas e as que ndo o sdo, um agente dessa comunidade
partilha os seguintes principios:

(1) cada agente sabe que todas as tautologias sdo validas;

(1) cada agente sabe que vale Ay se, e somente, ele sabe que vale
¢ e sabe que vale ;

(ii1) se ha uma demonstracdo de @ — e o agente sabe que vale @,
entdo, ele sabe que vale .

Esses principios ndo sdo muito exigentes. Uma comunidade usual
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pode partilhd-los sem maiores problemas. O principio mais forte e que ca-
racteriza o aspecto deterministico da comunidade ¢ o seguinte:

(iv) cada agente sabe que ou vale ¢ ou vale —¢.

O agente ndo tem apenas o conhecimento de que um dos dois deve
valer, mas ele j& sabe qual vale dentre os dois.

Com essa interpretagdo motivada pelo conceito de ultrafiltro, po-
demos agora introduzir a logica que dara conta de inter-relacionar as nos-
sas motivagoes, em contexto 16gico e semantica algébrica adequadas.

3. LOGICA DOS ULTRAFILTROS COMO UMA LOGICA EPISTEMICA DETERMINISTICA

Apresentamos uma logica epistémica deterministica, doravante
LED, para o conceito “¢ conhecido que” ou “¢ sabido que” e interpretada
nos ultrafiltros.

Como LED ¢ uma extensdo da logica proposicional classica, to-
dos os resultados da logica proposicional classica, ou calculo proposicional
classico (CPC), sao também resultados validos em LED. Além desses re-
sultados, teremos outros, dados pelo novo operador logico K, o qual captu-
ra a nogdo de “¢ conhecido que”, conforme apresentamos a seguir.

Indicamos o conjunto de varidveis proposicionais € o conjunto de
férmulas de LED, respectivamente, por Var(LED) e For(LED).

LED ¢ gerada sobre a linguagem L(A, v, —, =, K), em que A, v, —
e — s30 os conectivos ldgicos usuais e K € um novo operador epistémico.

O conjunto de formulas For(LED) ¢ dado pelas formulas do CPC,
acrescidas das férmulas obtidas pela cldusula: se ¢ ¢ uma férmula, entdo,
K¢ € uma formula.

O operador ¥ € a disjungdo exclusiva, dadopor o Y y =, (¢ Vv )
A= AY).

Axiomas:

(Ax,) Axiomas do calculo proposicional classico (CPC)

(Ax,) KT, em que T indica uma tautologia

(Ax,) (Ko A Ky) — K(¢ A y)
(Ax,) Ko ¥ K—o.
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Regras de deducao:

(MP) ¢ =y, ¢/
RIF—y/FKo— Ky.

Os axiomas (Ax,) € (Ax,) valem nas logicas modais normais e,
desse modo, também valem para os sistemas usuais de lo6gica epistémica.
Naturalmente, os resultados obtidos a partir desses dois axiomas também
sdo ali validos. Especificos dessa versdo determinista sdo o axioma (AX,) €
as suas consequéncias.

Os conceitos de dedugao e demonstragao sao os usuais dos sistemas
axiomaticos ou de Hilbert (FEITOSA; PAULOVICH, 2005). Como, usual-
mente, denotamos que a formula y € deduzida a partir do conjunto I" por I'
v, se I' € vazio, a expressdo ‘F y’ denota que a formula y ¢ um teorema de
LED. Além disso, nossos axiomas e regras de dedugdo sdo esquemas, ou
seja, ¢ e \y representam formulas quaisquer da linguagem de LED.

Os novos axiomas ¢ a regra de dedu¢do de LED dao conta de al-
gumas das caracteristicas dos ultrafiltros.

Proposigao 3.1: + =Ko — K—¢.

Demonstragdo: Do (Ax,) temos - K¢ ¥ K—¢ < + (K¢ v K=¢) A =(Ko A
K—¢)=>FKopVvK-p = F--KopVvK-p o FH-Kp—K-p. m

Proposi¢do 3.2: - K—¢ — —Ko.

Demonstragdo: Do (Ax,) temos + K¢ ¥ K—¢ < F (Ko v K=¢) A (K¢
AK=9) = F (Ko A K-09) & F =Ko v K- & F K¢ — —-K¢. =

Corolario 3.3: - K—¢ < —Kao.
Demonstragdo: Segue das duas proposi¢des anteriores. m

Esses resultados indicam que os agentes dessa comunidade sabem
exatamente se vale ou ndo uma proposi¢ao ¢. Se ¢ vale, entdo —¢ ndo vale
e vice-versa.

Proposicao 3.4: - —KL.

Demonstragdo: Do resultado anterior, temos - K—1 < =K 1. Do (Ax,)
temos + K—_ e, por (MP), - =K 1. m
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Naturalmente, as contradi¢des nao valem.
Proposicao 3.5: - K(p A y) — Ko.
Demonstragdo: Basta observar que - (¢ Ay) — ¢ e aplicararegra (R, ). m

Coroléario 3.6: - K(p A y) < Ko A Ky.

Demonstragdo: Proposigao anterior € (Ax,). m

Um agente sabe que vale ¢ A y quando, e somente quando, sabe
que vale cada uma isoladamente.

Proposi¢do 3.7: - Ko — K(¢ v y).
Demonstragdo: Basta observar que - ¢ — (¢ v y) e aplicar aregra (R,). m

Corolario 3.8: - Ko v Ky — K(¢pv y).

Demonstragdo: Segue da proposicdo anterior. m
Proposi¢do 3.9: - ¢ =  Ko.
Demonstragdo: - ¢ = + T— ¢ = F KT— K¢. Como vale - KT, por
(MP), FKo. m
Se uma proposi¢do ¢ um teorema, entdo, o agente sabe que ela vale.

Agora, introduziremos uma estrutura algébrica para formalizar, no
ambiente de uma algebra de Boole, o conceito de ultrafiltro.

Definigdo 3.10: Algebra de ultrafiltro é uma 7-upla ‘U= (B, ~, A, v, 0, 1, K),
em que (B, ~, A, Vv, 0, 1) ¢ uma algebra de Boole, 0 # 1 e K é o operador do ul-
trafiltro sobre ‘U, o qual satisfaz as seguintes condi¢des para todos a, b € B:

U)K1=1

(U, Ka AKb <K(a A D)

(U, Ka <K(a v D)

(U, Ka ¥ K(~a) = 1.

O operador binario ¥ ¢ a disjuncdo booleana exclusiva dada por:
xYy=, . (XVy)A~XAY).

As proposicdes seguintes mostram que resultados do ambiente 16-
gico t€ém sempre um correspondente no ambiente algébrico.
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Fica a indagagao se ha correspondéncias totais para proposicoes 10-
gicas e expressoes algébricas. Resultados posteriores confirmardo que sim.

Proposi¢do 3.11: a <b = Ka < Kb.

Demonstragdo: Se a < b, entdo avb = b e, dai, K(avb) = Kb. Por (U,), Ka
<K(avb) =Kb e, portanto, Ka <Kb. m

Proposi¢ao 3.12: KO = 0.

Demonstragdo: De (U,), Ka ¥ K(~a) =1 < (Ka v K(~a)) A ~( Ka A K(~a))
= 1. Considerando a = 0, temos (KO v K1) A ~( KO AK1) =1 < K1 A~KO0
=1 ~K0 =1<K0 =0. =

Proposi¢do 3.13: ~K~a v ~Ka = 1.

Demonstragdo: De (U,), K~a AKa <K(~ana)=K0=0=K~a AKa=0
=>~(K~arnKa)=~0=>~K~av~Ka=1. =

Proposigdo 3.14: K~a = ~Ka.

Demonstragdo: Como Ka v K~a=1= ~Ka A (Ka v K~a)=~Ka A1 =
(~Ka A Ka) v (~Ka A K~a) = ~Ka = 0 v (~Ka A K~a) = ~Ka = ~Ka A
K~a = ~Ka = ~Ka < K~a.

Por outro lado, da proposi¢éo anterior, ~K~a v ~Ka = 1 = K~a A
(~K~a v ~Ka) =K~a A 1 = (K~a A ~K~a) v (K~a A ~Ka) =K~a = 0 v
(K~a A ~Ka) = K~a = K~a A ~Ka = K~a = K~a < ~Ka.

Logo, vale a igualdade. m

Proposic¢ao 3.15: K(anb) < Ka.

Demonstragdo: Como anb < a, pela Proposi¢édo 3.11, K (anb) <Ka. m
Corolario 3.16: K(anb) =K a AK b.

Demonstragdo: Segue da proposicdo anterior. m

Proposi¢ao 3.17: K(avb) = Ka v Kb.

Demonstragdo: Pela Proposi¢ao 3.14, ~(K(avb)) = K~(avb) = K(~a A ~b)
= K~a A K~b =~Ka A ~Kb =~(Ka v K b). Logo, K(avb) =Ka v Kb. m
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Até aqui, temos correspondéncia fina entre aspectos logicos da
secdo anterior e os algébricos desta. A adequagdo, da proxima sec¢ao, nos
mostrard que essa correspondéncia ¢ total e, portanto, poderemos tratar dos
conceitos de LED em qualquer das duas formalizagdes.

4. SOBRE A ADEQUACAO DE LED SEGUNDO AS ALGEBRAS DOS ULTRAFILTROS

Na sequéncia, serdo explicitados aspectos da demonstracdo da
adequacdo entre LED e as algebras de ultrafiltro.

Denotaremos uma algebra de ultrafiltro genérica por 4.

Defini¢do 4.1: Uma valoragdo restrita ¢ uma fungdo v*: Var(LED) — 4,
que interpreta cada variavel de LED em um elemento de 4.

Defini¢do 4.2: Para uma formula atémica p, € ¢ ¢ y formulas quaisquer de
LED, uma valorag¢do ¢ uma funcdo v: For(LED) — 4 que estende de modo
natural e Unico a valoragao restrita do seguinte modo:

v(p) =v"(p)

(=) =~ ()

V(¢ V) =0(0) v u(y)

V(@ A W) =0(0) A v(y)

V(Kp) = Ko(9).

Para as equagdes ou igualdades da defini¢do acima, os simbolos de
operadores do lado esquerdo representam operadores 16gicos, enquanto os

simbolos de operadores do lado direito representam os operadores algébri-
cos. O simbolo booleano — ¢ definido da maneira usual: ¢ — y = —=Qv\.

Defini¢do 4.3: Uma valoragdo v: For(LED) — 4 é um modelo para um
conjunto I' ¢ For(LED) se v(¢p) = 1, para toda férmula ¢ € I'.

Defini¢do 4.4: Dada uma algebra de ultrafiltro 4, a formula ¢ € valida em
A se toda valoragdo v: For(LED) — 4 ¢ um modelo para ¢.

Defini¢do 4.5: Uma formula ¢ ¢ valida quando ela é valida em toda algebra
de ultrafiltro.

Denotamos que ¢ € valida por ‘= ¢’.
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Definicdo 4.6: A algebra das formulas de LED ¢ a estrutura algébrica (For
(LED), A, v, —, =, K), em que A, v, —, — ¢ K s@o0 os operadores 16gicos
de LED.

A seguir, obteremos a algebra de Lindenbaum de LED.
Defini¢do 4.7: Dado I' ¢ For(LED), definimos a relagdo =
o=, yelrFo—oyelFy—o.

A partir daqui, omitiremos o indice I" da relagé@o, exceto em algu-
ma situagao especial.

Proposi¢ao 4.8: A relagdo = ¢ uma congruéncia.

Demonstragdo: Congruéncia ¢ uma relagdo de equivaléncia que preserva
os operadores envolvidos. Primeiramente, verificamos que = ¢ uma relacdo
de equivaléncia.

A relacdo € reflexiva: para toda formula ¢ € I' € For(LED), I' + ¢
— ¢ e, entdo, ¢ = (.

A relagdo ¢é simétrica: se p =y, entio ' Fo — wel Fy — 0.
Logo, y = .

Arelagdo € transitiva:se g =yey =g, entdo ' Fo — y, ' + y
-0, 'Fry—>cel'+o—y.Logo,'Fp—>cel Fo—¢p S p=o.

Assim, a relagdo = € de equivaléncia.

Para concluirmos a demonstragdao de que a relagdo = ¢ uma con-
gruéncia, basta mostrarmos que ela preserva o operador K, pois, claramen-
te, preserva os operadores booleanos.

Sep=y <T@y Pelaregra (Ry), temos que I' F Ko <> Ky
< Ko =Ky

Logo, a relagdo = ¢ uma congruéncia. m
Defini¢do 4.9: A classe de equivaléncia de ¢ mdodulo =e I' € dada por:
[¢]. = {w € For(LED): v = 9}.

Definicdo 4.10: Dado I' < For(LED), a algebra de Lindenbaum de LED
relativa a I, que serd denotada por 4, (LED), ¢ a 4lgebra quociente:

Marcos Antonio Alves, Maria Claudia Cabrini Gracio, Daniel Martinez-Avila (Org.). Informagdo, conhecimento
e modelos. Colegdo CLE, v. 78, pp. 57-78, 2017.



72 FEITOSA, H. A;; MOREIRA, A. P. R.

A (LED) = (For(LED) | , A, v, —,K .0, 1), tal que:
(vl =Tlony]
(vl =Tlovy]

Nao escreveremos mais o subindice = da dlgebra acima.

Quando I' = &, denotamos a 4lgebra de Lindenbaum de LED re-
lativa a I" por 4(LED), a qual chamamos simplesmente de algebra de Lin-
denbaum de LED.

Proposi¢do 4.11: Na algebra 4 (LED), temos que: [¢] <[y] & T F ¢ — .
Demonstracao: [¢] < [y] < [¢] A [w] = [9] = [oay] =[o] & T F oay
cpolFep—>y. =
Proposi¢do 4.12: A algebra 4 (LED) € uma élgebra de ultrafiltro.
Demonstragdo: (i) Pelo (Ax ), F KT— T = [KT]=[T] = K[T]=[T]=
K1=1.

(i) Pelo (Ax,), F (Ko A Ky) — K(¢ A y) = [Ko A Ky] <[K(p A
W1 = [Ko] A [Ky] <K[o A y] = K[o] A K[y] <K[@ A y].

(iii) Pelo (AX,), F Ko ¥ K—¢ = F (K¢ v K=¢) A =( Ko A K—0)
< T=[(Ko v K=0) A (Ko A K=09)] = [T] = (K[e] v K[=9]) A =(
K[o] AK[=0]) =1 = K[e] ¥ K[=¢] = 1.

(iv) A Proposicdo 3.7 nos garante que: = Ko — K(pvy) = [Ko]
= [K(evy)] = Klo] =K[pvy].

Assim, a algebra 4 (LED) € uma dlgebra de ultrafiltro. m

Definigdo 4.13: A valoragéo v: For(LED) — 4 (LED) € 0 modelo candnico
de I' € For(LED).

Proposicao 4.14: Seja I'U{p} < For(LED):
(i) I' F ¢ se, e somente se, [¢] = 1 em 4 (LED);
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(i) I' = = (¢ é refutavel em I') se, e somente se, [¢p] =0 em 4
A(LED).

Demonstracdo:

(1) (&) Se [9p] = 1, entdo [¢ — @] <[], pela Proposi¢do 4.11, I’
(@ — ¢) = ¢. Como I' ¢ — ¢, entdo, pela regra MP, temos I I ¢.

(=) SeT F ¢, entdo, como ¢ — ((¢ — ¢) — ¢) ¢ um resultado do
CPC, pela regra MP, T" H(¢ — @) — . A dlgebra A (LED) sempre tem o
elemento 1. Logo, 1 = [-@ve] =[¢ — ¢] <[] e, portanto, [¢] = 1.

(i1) Pelo item anterior, temos: I' - —¢p © [-0] =1 & —[p]=1 &
[0]=0.m

O Teorema da Correcéo, a seguir, demonstra que, se uma formula
¢ um teorema de LED, entdo, ela é valida em ‘U.

Teorema 4.15: (Corregdo) As algebras de ultrafiltro sdo modelos corretos
para LED.

Demonstragdo: Seja ‘U = (B, ~, A, v, 0, 1, K) uma algebra de ultrafiltro.
Resta-nos verificar que os axiomas (Ax)), (Ax,) e (Ax,) sdo validos ¢ a
regra (R, ) preserva a validade.

(Ax,) v(KT) = Ko(T) =K1 = 1.

(Ax,) (Ko A Ky) = K(9 A y)) = v(=(Kp AKy)) v (K(9Ay)) = v(=(Ko
A Ky)) v u(K(pay)) = v(=K¢ v =Ky) v v(K(pAy)) = (v(=Kg) v
v (=Ky)) v u(K(oAy)) = (~Kv(9) v ~Ku(y)) v Ku(eay) = (~Ku(e) v
~Kv(y)) v K(u(p) A v(y)) = (Pela Corolério 3.16) (~Kv(p) v ~Kv(y)) v
(Ko(e) A Ko(y)) = ((~Kv(e) v ~ Ko(y)) v Ku(9)) A (~Kv(p) v ~Kvo(y)) v
Ko(y)) = ((=Kv(¢) v Kv(e)) v ~Ko(y)) A (~Kvo(¢) v (~Ku(y) v Ku(y))) =

(1v ~Kv(y)) A (~Kv(p) vI)=1A1 =1.

(AX,) v(Ko ¥ K=0) =0((Ko v K=9) A =(Kp A K=¢)) = (Ku(p) v K~v(p))
A ~(Kv(p) A K~v(p)) = (Pelas Proposi¢des 3.16 € 3.17) L A~0=1A1=1.
R v(¢ = y)=1=v(p) <v(y) = (Pela Proposi¢do 3.11) Ku(¢) < Ku(y)
= v(Ko) <v(Ky) =>v(Kp - Ky)=1. m

Denotaremos por I' = ¢ que todo modelo de I' ¢ também modelo
de .
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Lema 4.16: Seja I < For(LED) e U uma algebra de ultrafiltro. Se T F ¢,
entdo, I E o.

Demonstragdo: Seja vy: For(LED) - U um modelo para I'. Como I + ¢,
entdo, ¢ tem que ser um axioma de LED, ou uma formula obtida por meio
de regras de dedugdo de LED, ou uma formula de I'. Pelo Teorema da
Corregdo, os axiomas de LED sdo validos e as regras de LED preservam a
validade. Resta o caso em que ¢ € I'. Como v (y) = 1, para toda formula
vy € I, entdo, v () = 1. Logo, v; € um modelo para ¢. m

Proposi¢do 4.17: Seja I' < For(LED) e U uma algebra de ultrafiltro. Se
existe um modelo v, : For(LED) — U para I, entdo, I ¢ consistente.

Demonstragdo: Suponhamos que ' ndo ¢ consistente. Entdo, existe o, tal
que: ' F @ el F—=e. Além disso, v (@) =1 e v (=) =1 = ~v () =1
= v,(¢) = 0, donde temos uma contradigdo. Portanto, I" € consistente. m

Defini¢do 4.18: Um modelo v: For(LED) — U ¢ fortemente adequado para
I' quando:

I' - @ se, e somente se, I' =, ¢.

Modelos fortemente adequados permitem transi¢do completa en-
tre a dedugdo axiomatica de LED e a consequéncia semantica relativa a U.

Lema 4.19: Se I' < For(LED) ¢ consistente, por conseguinte, a valoracao
candnica ¢ um modelo fortemente adequado para I'.

Demonstragdo: Considerando a valoragdo canonica v,: For(LED) —
A (LED), em que v (9) = [¢@], entdo v (¢) = 1 se, e somente se, I' -
¢. Consequentemente, a valorag¢do candnica v, € um modelo adequado
paral. m

Lema 4.20: As seguintes condi¢des sdo equivalentes para todo conjunto de
formulas I' ¢ For(LED):

(1) " é consistente;

(1) existe um modelo fortemente adequado para I';

(111) existe um modelo fortemente adequado para I', em uma algebra de
ultrafiltro U, a qual é uma algebra de conjuntos U = (B, N, U, €, &, K);
(iv) existe um modelo para I'.
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Demonstracdo:

(1) = (i1): Segue pelo Lema 4.19.

(if) = (iii): Como, pela Proposi¢do 4.12, 4 (LED) ¢ uma algebra de ul-
trafiltro e, pela extensdo do Teorema 1.24 (Teorema do Isomorfismo de
Stone), toda algebra de ultrafiltro ¢ isomorfa a uma algebra de conjuntos
U=B,n,u, I, K), entdo, o resultado ¢ imediato.

(i11) = (iv) O resultado ¢ imediato.

(iv) = (1) Segue pela Proposi¢cdo 4.17. m

Teorema 4.21: (Adequagao forte) Seja I' < For(LED). Se I' ¢ consistente,
as afirmacgdes seguintes sdo equivalentes:

O I Fo;

) Ieg;

(iii) todo modelo de I' na algebra de ultrafiltro de conjuntos ‘U = (B, N, U, €,
&, K) € um modelo para ¢.

(iv) v,(9) = 1, para toda valora¢@o can6nica v,no modelo canonico 4 (LED).

Demonstracgdo:

(i) = (i1): Segue do Lema 4.16.

(i) = (iii): Se I' & @, entdo, todo modelo para I' também ¢ modelo para o,
em particular, todo modelo de I na algebra de ultrafiltro de conjuntos ‘U =
(B, n, U, €, I, K) ¢ um modelo para ¢.

(ii1)) = (iv): Por hipodtese, I' € consistente. Logo, pelo Lema 4.20, existe
um modelo fortemente adequado para I', em uma algebra de ultrafiltro ‘U,
que ¢ uma dlgebra de conjuntos ‘U = (B, N, U, ¢, &, K). Como 4 (LED) ¢
uma algebra de ultrafiltro (Proposic¢do 4.12) e toda algebra de ultrafiltro ¢
isomorfa a uma algebra de ultrafiltro de conjuntos U = (B, N, U, ¢, J, K),
entdo, para a valoragdo candnica v, no modelo can6nico 4 (LED), segue
que v (9) = 1.

(iv) = (1): Como, por hipotese, I' é consistente, do Lema 4.19 temos que
a valorago candnica v, : For(LED) — 4 (LED) € um modelo fortemente
adequado para I', ou seja, I - ¢ se, e somente se, [ = arwep) @ Pelo item

(iv) desse teorema, I = arwepy @ Logo, I' = ¢.

Assim, fica demonstrado que as algebras de ultrafiltros sdo mo-
delos fortemente adequados para LED. Temos uma visdo de LED em uma
estrutura algébrica bastante conhecida e uma total interacdo entre as duas
formalizagdes para a nogdo deterministica que temos abordado.
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Resulta que temos uma realizagdo matematica e algébrica para a
logica LED.

CONSIDERACOES FINAIS

Logicas modais epistémicas foram conhecidas e investigadas ao
longo do século passado. Os conceitos de filtro e ultrafiltro também sdo
bastante conhecidos por algebristas e 16gicos.

A nossa contribui¢do aqui ¢ de fazer uma interpretacdo do opera-
dor modal K num ultrafiltro qualquer e vincular essa interpretacdo a um
conceito de determinismo, o que esta impregnado nas estruturas quocien-
tes por ultrafiltros, pois, nesse caso, a estrutura quociente admite apenas
duas classes de equivaléncia, as quais podem estar associadas aos valo-
res 0 ou 1, designando, respectivamente, para nés, ndo conhecimento ou
conhecimento.

O axioma (Ax,), K¢ ¥ K—¢, de LED, pode ser interpretado numa
comunidade como: “cada agente sabe que vale exclusivamente ¢ ou sabe
que vale exclusivamente —¢”. Ou seja, ndo existe a possiblidade da inde-
terminacao para os agentes que atuam num contexto governado pela logica
LED.

Nao defendemos que haja uma sociedade determinista, mas ape-
nas que o conceito de ultrafiltro nos fornece um ambiente completamente
bivalente, em que a no¢do de determinismo poderia sobreviver.
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