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De um modo bastante geral, os contemporâneos sistemas lógicos 
procuram formalizar numa linguagem clara, com alta frequência em lin-
guagens formais, aspectos relevantes da consequência em determinado 
contexto.

A tradicional lógica clássica põe ênfase na noção de verdade. E a 
sua relação de consequência deve conduzir de condições verdadeiras em 
conclusão verdadeira, de modo a preservar a verdade. Lógicas não clássi-
cas podem ampliar esse espectro de investigação e, como destacado, trata 
ainda da consequência, mas não necessariamente da verdade. Essas con-
sequências preservam a validade de certas noções claras para cada lógica. 
Por exemplo, uma lógica modal deôntica trata de aspectos das leis: o que é 
obrigatório, o que é permitido e o que é proibido. Uma lei não é verdadeira 
nem falsa. Então, tal lógica procura desvendar o que deve valer num con-
texto em que certas leis são aceitas e devem ser observadas.

Os sistemas formais, que constituem as muitas lógicas contempo-
râneas, procuram primeiro uma linguagem para formalizar as noções cen-
trais de cada contexto e, posteriormente, dar um entendimento razoável da 
consequência para aquele contexto.

Lógica Epistêmica é um caso especial de lógica modal, que tem a 
incumbência de investigar e formalizar, no contexto lógico, o que se pode 



conhecer ou como tratar o conhecimento. Existem diferentes versões de 
lógicas epistêmicas que surgiram e foram desenvolvidas no século XX, 
todas elas desenvolvidas no ambiente das lógicas modais.

De um modo geral, para alguma lógica epistêmica, concebemos 
um sistema formal simples para investigações sobre a estrutura do conhe-
cimento, seus limites, possibilidades e propriedades. Naturalmente, há in-
teresse na relação existente entre as versões de lógicas epistêmicas e a epis-
temologia. Busca-se explicitar como aspectos da geração de conhecimento 
podem ser sintetizados e formalizados, numa particular lógica epistêmica.

Neste artigo, interpretamos o operador modal de conhecimento K, 

-
mento do caráter do operador de conhecimento K. Para maiores detalhes, 

Para tanto, iniciamos, na primeira seção, com o conceito de ultra-

lógica epistêmica e determinística. Na última seção, mostramos elementos 
da adequação da lógica modal proposta e os modelos algébricos que con-

-
gebras de Boole, bastante conhecidos na literatura sobre lógica algébrica, 
os quais utilizaremos para fundar os tópicos essenciais do artigo. 

Álgebra de Boole é uma estrutura algébrica do tipo B = (B, 
~, , 

operações binárias , a conjunção, e , a disjunção, de maneira que para 
todos a, b, c  B valem:
 (i) a b = b a
 (ii) a b = b a
 (iii) a (b c) = (a b)  (a c)



 (iv) a (b c) = (a b)  (a c)
(v) a a

 (vi) a a
 (vii) para cada a  B, existe ~a  B tal que a ~a a ~a

 Seja E um conjunto não vazio. Um exemplo de álgebra de Boole 
é B = (P(E), C, , , , E), em que o seu domínio é o conjunto das partes 
de E, denotado por P(E);  é a operação de intersecção de conjuntos ;  
é a operação de união de conjuntos ; ~ é a operação de complementação 
de conjuntos C; o zero é o conjunto vazio  e o um é o conjunto E.

 Outro exemplo de álgebra de Boole é (B, ~, , 
B é o conjunto das classes de equivalência de sentenças proposicionais (a 
proposição p é equivalente a q se, e somente se, p q é uma tautologia); , 

 e ~ são, respectivamente, os conectivos da lógica proposicional clássica 
sobre as classes de equivalência de B e (conjunção), ou (disjunção) e não 

-
lentes a p ~p
logicamente equivalentes a p ~p (tautologias).

 Seja B = (B, ~, , a, b  B. Em B 
a  b (a menor ou igual 

a b) tal que:
a  b  a b = a  a b = b.

B = (B, ~, , -
conjunto não vazio F  B é um  em B se para todos a, b  B:

 (i) a, b  F  a b  F
 (ii) a  F e a  b  b  F.

para cima, pois, se algum elemento está em F, todos os maiores que ele 
também lá estão. 



 B = (B, ~, , F um 

à condição: 

 (a) para todos a, b  B, a  F  a b  F.

Demonstração: ( ) Para todos a, b  B, se a  F, como a  a b, então, 
a b  F. 

 ( ) Se a, b  B e a  b, então a b = a  a b = b. Como a  F, então 
da condição (a), segue que a b  F. Portanto, se a  F e a  b, então b  F

B = (B, ~, , -

 (b) para todos a, b  B, a b  F  a  F e b  F. 

Demonstração: ( ) Se a b  F, como a b  a e a b  b, então, pela con-
a  F e b  F. 

 ( ) Se a  b, então a b = a. Como a  F, então a b  F. Logo, 
b  F

B = (B, ~, , a  B, 
então:

 (i) o conjunto a  = {b  B : b  a

 (ii) se F a  F  a   F. 

Demonstração: (i) Sejam b, c  B. Se b, c  a , pela lei de formação de 
a , então b  a e c  a e, daí, b c  a c  a a = a. Logo, b c  a . Agora, 
se b  a  e c  b, pela lei de formação de a , b  a e, dessa forma, c  a. 
Logo c  a . Deste modo, a  = {b  B : b  a

 (ii) ( ) Se a  F e a  b b  F. Logo, F 
tem como elementos todos os elementos de a , ou seja, a   F. 

 ( ) Se a   F, como a  a , então a  F

a  é denominado .

B = (B, ~, , F  B 



B
B.

Demonstração . 
 (ii) Seja F B  B e para todo a  
F, segue que a 

 F  F, para todo F de B

B = (B, ~, ,  B. 
B

Demonstração: Escrevemos assim [S] =  {F   B : F
e S  F B. Sejam a, b  B. 

 Se a, b  [S], então, para todo , temos que a, b  F . Como cada 
F a b  F . Portanto, a b  [S].

 Se a  [S] e a  b, então, para todo , a  F . Como cada F
 
é 

b  F
 
e, portanto, b  [S]. 

 Logo, [S] =  { F   B : F  F B

.

B = (B, ~, , F  B 
B F é próprio se F  B.

B = (B, ~, , F  B 
F é primo, se ele é próprio e:

 (c) para todos a, b  B, a b  F  a  F ou b  F. 

B = (B, ~, , F  B 
F é maximal, se ele é próprio e: 

G de B, se F  G, então G = F ou G = B.

B = (B, ~, , F  B 
F é irredutível se ele é próprio e:

F
1
, F

2
: F = F

1
  F

2
  F = F

1
 ou F = F

2
.

B = (B, , F  



 F
(ii) F  F.

Demonstração

(ii) (  F
todo a  a, então a  F e, assim, B = F. Neste caso, F não 
é próprio. 

(  F, então F  B. Daí, F

B = (B, , F  
b F* gerado por F e b é 

próprio se, e somente se, ~b  F.

Demonstração: ( ) Se ~b  F, então b ~b  F*. Daí, F* não é próprio. 

( ) Se F* não é próprio, então  F*. Então, existe um elemento c  F 
tal que b c  (b c) b c b c  ~b b b c  c = 
~b. Portanto, o elemento ~b  F

B = (B, , F  

F
a 

F
 b  existe c  

F tal que a c = b c.

B = (B, , F  

F
 é uma relação de equivalência tal que, se a 

F
 a’ 

e b 
F
 b’, então a b 

F
 a’ b’ e a b 

F
 a’ b’. Ademais, a  F  a 

F

Demonstração

B = (B, , F  B 

(i) para todos a, a’  B, a 
F
 a’  ~ [(~a’ a)  (~a a’)]  F

(ii) 
F
 é uma congruência com respeito à operação ~, ou seja, a 

F
 a’  

~a 
F
 ~a’.

Demonstração: (i) Como a 
F
 a’ b  

F tal que a b = a’ b. Desta forma, temos que ~a (a b) = ~a (a’ b) 
 (~a a) b = (~a a’) b b = (~a a’) b  (~a a’) b  

[(~a a’) b]  ~b ~b  [(~a a’) ~b]  (b ~b) = ~b  [(~a a’) ~b] 



b  (~a a’)  ~b = ~b  ~[(~a a’)  ~b] = ~~b  ~(~a a’)  
~~b = b  ~(~a a’)  b = b  b  ~(~a a’). Logo, como b  F e F é 

a a’)  F. Analogamente, podemos mostrar que b  
~(~a’ a) e, consequentemente, ~(~a’ a)  F. Assim, ~(~a’ a)  ~(~a a’) 
= ~[(~a’ a)  (~a a’)]  F, pois F

 (ii) Se a 
F
 a’, então, por (i), b = ~(~a’ a)  ~(~a a’)  F. Assim, 

~a b = ~a  [~(~a’ a)  ~(~a a’)] = [~a  ~(~a’ a)]  ~(~a a’) = [~a 
 (~~a’ ~a)]   (~~a ~a’) = [~a  (a’ ~a)]   (a ~a’) = ~a   (a ~a’) = 

(~a a)  (~a ~a’   (~a ~a’) = ~a ~a’ = ~a’ ~a = (~a’ ~a) 
(~a’ ~a)  (~a’ a’) = ~a’  (~a a’) = [~a’  (~a’ a)]  ~(a ~a’) = ~a’ 

 [(~a’ a)  ~(~a’ a)] = ~a’  [~(a’ ~a)  ~(~a’ a)] = ~a’  [~(~a’ a) 
 ~(~a a’)] = ~a’  b. Logo, ~a 

F
 ~a’

B = (B, , F  
classe de equivalência do elemento a  F por 

F
 é a/

F
 = {b 

 B: b 
F
 a}. 

F
 dada por 

B/
F
 = {a/

F
: a  B} determina uma álgebra de Boole quociente, em que: ~(a/

F
) = 

(~a)/
F
, a/

F
b/

F
 = a b/

F
 e a/

F
b/

F
 = a b/

F F F
, para todos a, b  B.

, em uma álgebra de Boole B = (B, , , ~, 
U tal que, para todo a  B, exatamente um dentre os ele-

mentos a e ~a pertence a U.

B = (B, , 
F  B:

 (i) F
 (ii) F
 (iii) F
 (iv) F

Demonstração

B = (B, , U  B 
 U  U.

Demonstração -
 U  U.  



B = (B, , 
todos a, b  B temos que não ocorre b  a U 
em B tal que a  U e b  U

Demonstração

Seja B = (B, , U(B) o conjun-
a  B, sejam h(a) = {U  U(B) 

: a  U} e P(B) = {h(a) : a  B}.

B = (B, , 
B em P(B).

Demonstração

, U(B) é um 
espaço de Stone.

Boole B = (B, , B em P 
(P(B)), pois P(B)  P (P (B)). Podemos explicar mais detalhadamente: 
como U B, então, U  B, ou seja, U  P (B). Assim, h(a) 

 P (B), ou ainda, h(a)  P (P (B)) e, então, segue que P(B)  P (P (B)).

-
sições em apenas dois grupos as verdadeiras, que serão interpretadas como 
as conhecidas, e as falsas.

 O operador K tem a incumbência de indicar, no sistema formal 
proposto para a lógica epistêmica, quais proposições são conhecidas pelos 
agentes do sistema. Ele pode ser concebido como um operador modal do 
conhecimento, dentro de um sistema lógico proposicional e modal.

 Para a formulação de tal sistema lógico, consideramos uma lin-
guagem proposicional para descrever o conhecimento de um agente. No 
nosso caso, também para descrever o conhecimento de uma comunidade 



que é capaz de decidir sobre toda e qualquer proposição formulada na sua 
linguagem. A sua linguagem deve incluir uma linguagem booleana usual, 
com seus respectivos operadores e usuais propriedades, na qual será incluí-
do o operador do conhecimento K.

 O operador modal da lógica epistêmica pode ser interpretado 

a
, para 

a sabe ou conhece que vale . Nesse 
âmbito, uma lógica epistêmica pode ser entendida como um exemplo de 
lógica modal para a representação do conhecimento.

 Para mais detalhes sobre lógicas modais e epistêmicas, em parti-

 Podemos usar as noções do conhecimento individualizado ou do 
conhecimento coletivo, que será o caso deste ensaio. Introduzimos uma 
visão particular de lógica epistêmica para um mundo muito particular e 
determinista, conforme indicamos a seguir.

 Por serem casos de lógicas modais, os modelos usuais de lógicas 
epistêmicas são dados por semânticas de Kripke, formuladas em termos 
de mundos possíveis. No nosso caso, teremos um modelo algébrico com 

 No nosso mundo usual, cada indivíduo, ou grupo de indivíduos, sabe 

-

 Como procuramos formalizar uma comunidade de caráter de-
terminista, isto é, que sempre pode determinar quais são as proposições 
verdadeiras ou válidas e as que não o são, um agente dessa comunidade 
partilha os seguintes princípios:
 (i) cada agente sabe que todas as tautologias são válidas;
 (ii) cada agente sabe que vale  se, e somente, ele sabe que vale 

 e sabe que vale ;
 (iii) se há uma demonstração de    e o agente sabe que vale , 
então, ele sabe que vale .

 Esses princípios não são muito exigentes. Uma comunidade usual 



pode partilhá-los sem maiores problemas. O princípio mais forte e que ca-
racteriza o aspecto determinístico da comunidade é o seguinte:

 (iv) cada agente sabe que ou vale  ou vale . 

 O agente não tem apenas o conhecimento de que um dos dois deve 
valer, mas ele já sabe qual vale dentre os dois.

-
demos agora introduzir a lógica que dará conta de inter-relacionar as nos-
sas motivações, em contexto lógico e semântica algébrica adequadas.

 Apresentamos uma lógica epistêmica determinística, doravante 

 Como LED é uma extensão da lógica proposicional clássica, to-
dos os resultados da lógica proposicional clássica, ou cálculo proposicional 
clássico (CPC), são também resultados válidos em LED. Além desses re-
sultados, teremos outros, dados pelo novo operador lógico K, o qual captu-

 Indicamos o conjunto de variáveis proposicionais e o conjunto de 
fórmulas de LED, respectivamente, por Var(LED) e For(LED).

 LED é gerada sobre a linguagem L( , , K), em que , 
e  são os conectivos lógicos usuais e K é um novo operador epistêmico.

 O conjunto de fórmulas For(LED) é dado pelas fórmulas do CPC, 
acrescidas das fórmulas obtidas pela cláusula: se  é uma fórmula, então, 
K  é uma fórmula.

 O operador  é a disjunção exclusiva, dado por    =
def

 (   ) 
 (   ).

 Axiomas:
 (Ax ) Axiomas do cálculo proposicional clássico (CPC)
 (Ax ) K , em que  indica uma tautologia
 (Ax ) (K   K   )
 (Ax

3
) K   K .



 Regras de dedução:
 (MP) ,  / 
 (R

K
)   /  K .

 Os axiomas (Ax ) e (Ax ) valem nas lógicas modais normais e, 
desse modo, também valem para os sistemas usuais de lógica epistêmica. 
Naturalmente, os resultados obtidos a partir desses dois axiomas também 

3
) e 

as suas consequências.

 Os conceitos de dedução e demonstração são os usuais dos sistemas 
-

mente, denotamos que a fórmula 
  ’ denota que a fórmula  é um teorema de 

LED. Além disso, nossos axiomas e regras de dedução são esquemas, ou 
seja,  e  representam fórmulas quaisquer da linguagem de LED.

 Os novos axiomas e a regra de dedução de LED dão conta de al-

 K .

Demonstração: Do (Ax
3
) temos  K   K    (K   K )  (K   

K )   K   K    K   K    K

 K K .

Demonstração: Do (Ax
3
) temos  K   K    (K   K )  (K  

 K )   (K   K )   K   K    K K

Corolário 3.3:  K K .

Demonstração

 Esses resultados indicam que os agentes dessa comunidade sabem 
exatamente se vale ou não uma proposição . Se  vale, então  não vale 
e vice-versa.

Proposição 3.4:  K .

Demonstração: Do resultado anterior, temos  K K . Do (Ax ) 
temos  K  e, por (MP),  K



 Naturalmente, as contradições não valem.

 K(   .

Demonstração: Basta observar que  (    e aplicar a regra (R
K

 K(     K .

Demonstração: Proposição anterior e (Ax

 Um agente sabe que vale    quando, e somente quando, sabe 
que vale cada uma isoladamente.

 K   ).

Demonstração: Basta observar que    ) e aplicar a regra (R
K

 K   K  ).

Demonstração

Proposição 3.9:     K .

Demonstração:        K . Como vale  K , por 
(MP),  K

 Se uma proposição é um teorema, então, o agente sabe que ela vale.

 Agora, introduziremos uma estrutura algébrica para formalizar, no 

U = (B, ~, , 
em que (B, ~, , -

U, o qual satisfaz as seguintes condições para todos a, b  B:

(U
(U a  b a  b)
(U

3
a a  b)

(U
4

a a

 O operador binário  é a disjunção booleana exclusiva dada por:

x  y =
df
 (x  y)  ~ (x  y).

 As proposições seguintes mostram que resultados do ambiente ló-
gico têm sempre um correspondente no ambiente algébrico.



 Fica a indagação se há correspondências totais para proposições ló-

a b a b.

Demonstração: Se a b, então a b = b a b b. Por (U
3

a 
a b b a b

Demonstração: De (U
4

a a a a)) a a))  
a 

a a

Demonstração: De (U a a a  a a a
a a a a

a a.

Demonstração a a a a a a  
a a) a a a a a a a  

a a a a. 

a a a  
a a a a a) a a a  

a a a a a a a a. 

a b a.

Demonstração: Como a b a a b  a

a b  a  b.

Demonstração

a b a b.

Demonstração a b a b a  ~b) 
a b a b a  b a b a b



seção anterior e os algébricos desta. A adequação, da próxima seção, nos 
mostrará que essa correspondência é total e, portanto, poderemos tratar dos 
conceitos de LED em qualquer das duas formalizações.

Na sequência, serão explicitados aspectos da demonstração da 

A.

valoração restrita : Var(LED)  A, 
que interpreta cada variável de LED em um elemento de A.

 e  fórmulas quaisquer de 
LED, uma valoração  A que estende de modo 
natural e único a valoração restrita do seguinte modo:

(p)
)

  ) )
  ) )

).

operadores do lado esquerdo representam operadores lógicos, enquanto os 
símbolos de operadores do lado direito representam os operadores algébri-

 =
df
 .

 A é um modelo para um 
conjunto    .

A, a fórmula  é válida em 
A  A é um modelo para .

 é válida quando ela é válida em toda álgebra 

 Denotamos que  ’.



álgebra das fórmulas de LED é a estrutura algébrica (For 
(LED), , , K), em que ,  e K são os operadores lógicos 
de LED.

A seguir, obteremos a álgebra de Lindenbaum de LED.

:

    .

-
ma situação especial.

Demonstração: Congruência é uma relação de equivalência que preserva 

de equivalência. 

   
 e, então, . 

 A relação é simétrica: se   . 
Logo, . 

 A relação é transitiva: se  e    
      . 

 Para concluirmos a demonstração de que a relação  é uma con-
gruência, basta mostrarmos que ela preserva o operador K, pois, claramen-
te, preserva os operadores booleanos.

 Se   . Pela regra (R
K

 K  
 K .

classe de equivalência de  módulo  e 

[ ]  = {   For(LED):  }.

 For(LED), a álgebra de Lindenbaum de LED 
A (LED), é a álgebra quociente:



A
 

, , , , K ), tal que:
 [ ]  [ ] = [ ]
 [ ]  [ ] = [ ]
  [ ] = [ ]
 K  [ ] = [K ]

= [ ] = [ ]
= [ ] = [ ].

, denotamos a álgebra de Lindenbaum de LED re-
A(LED), a qual chamamos simplesmente de álgebra de Lin-

denbaum de LED.

A (LED), temos que: [ ]  .

Demonstração: [ ]  [ ]  [ ] = [ ]  [ ] = [ ]   
  

A

Demonstração: (i) Pelo (Ax ),  K   [K ] = [ ]  K[ ] = [ ]  

(ii) Pelo (Ax ),  (K   K   )  [K   K   
)]  [K ]  [K   ]  K[ ]  K[   ].

(iii) Pelo (Ax
3
),  K   K    (K   K )  ( K   K ) 

  [(K   K )  ( K   K )] = [ ]  (K[ ]  K[ ])  ( 
K[ ]  K[  K[ ]  K[

 K )  [K ] 
)]  K[ ]. 

Assim, a álgebra A

A (LED) é o modelo canônico 
 For(LED) .

{ }  For(LED) :

  se, e somente se, [ A (LED);



  ( A
 

(LED).

Demonstração: 

(i) ( ) Se [
(  .

 (  , então, como ) é um resultado do 
( . A álgebra A (LED) sempre tem o 

] = [ ] e, portanto, [

   [  [  
[

é um teorema de LED, então, ela é válida em U.

para LED.

Demonstração: Seja U = (B, ~, , 
), (Ax ) e (Ax

3
) são válidos e a 

regra (R
K
) preserva a validade. 

(Ax

(Ax   K   (K   K ))  (K( (K  
 K )) K   K ) K )  

K )) ) )) )  
)) ) ) ))  

) ) )) )) ) ))  
) )) )) ) ) ))) = 

)) ) 

(Ax
3

  K   K )  ( K   K ) )) 
) 

(R
K

) ) 
) 

Denotaremos por    que todo modelo de  é também modelo 
de .



  For(LED)  e U   , 
então,   .

Demonstração
B
: For(LED)   U um modelo para . Como   , 

então,  tem que ser um axioma de LED, ou uma fórmula obtida por meio 
de regras de dedução de LED, ou uma fórmula de 
Correção, os axiomas de LED são válidos e as regras de LED preservam a 
validade. Resta o caso em que   B(

  B( B é um modelo para 

  For(LED)  e U
U: For(LED)   U para , então,  é consistente.

Demonstração: Suponhamos que  não é consistente. Então, existe , tal 
que:    e   U( U( U(

U(

 U é fortemente adequado para 
 quando: 

   se, e somente se,  U .

 Modelos fortemente adequados permitem transição completa en-
tre a dedução axiomática de LED e a consequência semântica relativa a U.

  For(LED) é consistente, por conseguinte, a valoração 
canônica é um modelo fortemente adequado para .

Demonstração : For(LED)  
A ( ) = [ (   

 é um modelo adequado 
para 

fórmulas   For(LED):

(i)  é consistente;
(ii) existe um modelo fortemente adequado para ;
(iii) existe um modelo fortemente adequado para , em uma álgebra de 

U, a qual é uma álgebra de conjuntos U = (B, , , C, 
(iv) existe um modelo para .



Demonstração: 
(i) 
(ii) A (LED) é uma álgebra de ul-

U = (B, , , C, 
(iii)  (iv) O resultado é imediato.
(iv) 

 (Adequação forte) Seja   For(LED). Se  é consistente, 

(i)   ;
(ii)   ;
(iii) todo modelo de U = (B, , , C, 

.
( no modelo canônico A (LED).

Demonstração: 
(i) 
(ii)  (iii): Se   , então, todo modelo para  também é modelo para , 
em particular, todo modelo de U = 
(B, , , C, . 
(iii)  (iv): Por hipótese, 
um modelo fortemente adequado para U, 
que é uma álgebra de conjuntos U = (B, , , C, A (LED) é 

U = (B, , , C, 
 no modelo canônico A (LED), segue 

(
(iv)  (i): Como, por hipótese, 

A (LED) é um modelo fortemente 
adequado para , ou seja,    se, e somente se,  

A
 . Pelo item 

(iv) desse teorema,  
 A

 . Logo,   . 

-

estrutura algébrica bastante conhecida e uma total interação entre as duas 
formalizações para a noção determinística que temos abordado.



 Resulta que temos uma realização matemática e algébrica para a 
lógica LED.

 Lógicas modais epistêmicas foram conhecidas e investigadas ao 

bastante conhecidos por algebristas e lógicos.

 A nossa contribuição aqui é de fazer uma interpretação do opera-

conceito de determinismo, o que está impregnado nas estruturas quocien-

duas classes de equivalência, as quais podem estar associadas aos valo-
 não conhecimento ou 

conhecimento.

 O axioma (Ax
3
), K   K , de LED, pode ser interpretado numa 

 ou sabe 
que vale exclusivamente -
terminação para os agentes que atuam num contexto governado pela lógica 
LED.

 Não defendemos que haja uma sociedade determinista, mas ape-

bivalente, em que a noção de determinismo poderia sobreviver.






